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Izvodenje transportnih jednacina
trodimenzionalnog neizotermnog turbulentnog
strujanja u cilindri¢nim koordinatama

Originalni nau¢ni rad

U radu su dati osnovni izrazi u krivolinijskim koordinatama, a zatim su u
nastavku rada redom izvedene u cilindricnim koordinatama: jednacina
entalpije (temperature), Navije-Stoksove i Rejnoldsove jednacine turbulentnog
strujanja, tramsportne jednacine Rejnoldsovih  (turbulentnih) napona,
transportna jednacina kineticke energije turbulencije i na kraju transportna
jednacina brzine disipacije kineticke energije turbulencije. Ovim radom je
pokusano popuniti prazninu u nasoj i stranoj literaturi u oblasti turbulentnih
transportnih procesa u vezi sa izvodenjem turbulentnih transportnih jednacina
u cilindricnim koordinatama. Ovaj rad moze biti od koristi studentima
diplomskih i doktorskih studija, kao i inZenjerima i istraZivacima u praksi pri
resavanju inzenjerskih problema i modeliranju turbulentnih strujanja koja su
tako Cesta u termotehnici i energetici.
Kljucne reci: izvodenje transportnih jednacina, turbulentno

strujanje, temperatura, modeliranje turbulencije,

cilindricne koordinate

Osnovni izrazi u krivolinijskim koordinatama
i jednacina kontinuiteta u cilindri¢nim koordinatama

Prelazak sa Dekartovih pravouglih koordinata x,y,z na u op$tem slucaju
ortogonalne krivolinijske koordinate radi se kad je potrebno opisati strujni prostor
specificnog oblika. Da bi presli sa Dekartovih pravouglih koordinata na krivolinijske
koordinate uvodimo pretpostavku da su pravougle koordinate x,y,z neprekidne funkcije
krivolinijskih ortogonalnih koordinata ¢,,q,,0, , odnosno:

X=X ¢,0,:0; » Y=Y Q,0,,G; n z=17 (¢,,0,,0, @

Na slici 1 (a) prikazane su koordinatne povrsi 0j = const.,i =1, 2, 3, koordinatne
linije 0; i jedini¢ni vektori € usmereni po tangentama na koordinatne linije u tacki M u
stranu porasta odgovarajucih promenljivih ¢;. Sa prihva¢enim oznakama [1] i izrazom za
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radijus-vektor ¥ =r q,,q,,q, slede relacije:

3
a_g He, drf= Z—dql, ds, = H,dg,, ds*= dr *=>"Hzdqg?,
OI

=1
dA =ds;ds, = Hijdqjqu, dV =ds,ds,ds, = H,H,H.dg,dg,dq,,

@

gde su dA —povrsina stranica elementarnog paralelopipeda, dV — zapremina elementarnog
paralelopipeda, ¢ije su duzine stranica ds,, ds’kvadrat duZine luka, tj. elementa
dr, i, j, k=1, 2, 3 — ¢ine cikli¢nu permutaciju brojeva 1, 2 u 3.

X (6y,2)=>0, 0 2)
(6)

Slika 1. Ortogonalne krivolinijske koordinate

Veli¢ine H, oznadavaju Lameove koeficijente (mere promenu vektora polozaja od
tacke do tacke u prostoru) odredene izrazima:

Ho=y ox/cq *+ oylog *+ aleq *,  i=123, )
jerje W, =lor/aq|=| ax/eq, T+ oylog, j+ azleq k|, [6[=1i &8 =03aizk

Saglasno izrazima (3) i oznakama na slici 1. Lameovi koeficijenti u cilindri¢nim
koordinatama imaju vrednosti:

o rcosp (@ rsin ’ 0
H1:Hr:\/( po 60] +[ o 4 [Z] Jcos p+sin®p+0 =1

2 . 2 2
0 rcos 0 rsin
H,=H, = [ ? ] +( ? ] +(gj \/rzsin2¢+r2cosz(p+0 =r
op op ®
U

0 rcose 0 rsing
H3_HZ:\/{ oz ] [ o1

Gradijent skalarnog polja
koordinatama definisan je izrazom:

z) (4)
=U @,0,,0;, u krivolinijskim ortogonalnim

3 5
grad U =lim = mUndA Z|_1| ZU ®)
q

V—>O i i

gde su znacenjaza A, V u i data pri analizi formule (6).
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Divergencija vektorskog polja G=0 @,,0,,0, u tacki M, saglasno njenoj
definiciji, dobija se posmatranjem ukupnog fluksa (protoka) vektora U =ug& kroz povrs A
koja ograni¢ava zapreminu beskona¢no malog krivolinijskog paralelopipeda v. sl. 1(a), i u
krivolinijskom sistemu koordinata ima oblik:

: : (6)
divi = lim igﬁ Ad dA = ;Zi H,H,H,u,
AR HH,H, & aq| H,

vV =M !

u kome f oznacava jedini¢ni vektor spoljasnje normale povr$i A, a dA uV, tj. dV su
definisane formulama (2).

Na osnovu definicije rotora vektorskog polja U =u€ dobija se izraz za rotu u
krivolinijskim ortogonalnim koordinatama, koji prikazan pomo¢u determinante glasi:

1 . 1 . 1 .
el ez e3

H 2 H 3 Hl H 3 Hl H 2
9 9 9 7)
aq, dq, dq,
Hlul H 2u2 H 3u3

N A G
rotu = lim —gg n,u dA=
vﬁoVA

Shodno obrascu (6) dobija se slede¢i diferencijalni oblik jednacine kontinuiteta u
ortogonalnim krivolinijskim koordinatama:

P, 1 30 (HHHu ) ®)
ot H,H,H, & oq, H

k

Jednacina kontinuiteta u cilindricnim koordinatama @, =r,q, =¢, 0, =z dobija se
uvrStavanjem relacija (4) u izraz (8), tako da sledi:

op, 1 a(tripy ), 1 o (Irlpu,) 1 8(Irlpu,)_o ©)
ot 1lrlor 1 1Irl op r 1rl oz 1

op 190

— +—— rpu, +—— pu +— pu, =0

o ror P ra(pp” oz

Jednacina entalpije (temperature)

Jednacdina entalpije u opStem obliku glasi:
10
p%h+p 0,V h=—p-v.-0-V-g+T""" :Vi+0-Vp+G, (10)

pri ¢emu je h=u,+p/p=cT i §=-k,-VTdok tenzor napona u cilindri¢nim
koordinatama ima sledeci oblik:
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ou, u
?_luaur p E%+_¢_l ul e ou, au
or rop or r or az
ou, u ou ou
T=|u lou, v, Y, P u 1, P ou, 1ou, (11)
= rop or r r r ogp oz r Op
ou, | o, ou, 1du, au,
u == U —+—-—r 2u
or 82 oz r Op 0z

gde je sa U, oznaCena unutra$nja energija, a sa G, generisanje toplote u jedinici zapremine.
Gradijent brzine u cilindriénom koordinatnom sistemu [2] ima sledeci oblik:

[ Ay, au, au,
or o or
Vi = (éu -u J 1(aﬁ+u j 1o, (12)
op ") rldp ") rop
ou, au, ou,
E3 F3 EN

Uvrstavanjem izraza (11) i (12) u (10) dobija se slede¢i oblik entalpijske
jednacine u cilindri¢nim koordinatama:

oT  oT u,or  oT ou, pou, au,
Co| = +U —+———+U, — — +
ot o r Op 3 o r op oz
zapreminski rad za nest. fluid jednak je nuli
2: 2
18(87TJ+%61;+571; +THan0Ha:VU+U 8p+ 6p+ ap+G
ror\_ or) r°op° oz

= U a T rop a (13)

Podvuceni ¢lan u prethodnoj jednacini predstavlja deformacioni rad [3], tj.
deo rada povrsinskih sila koji dovodi do disipacije, kojom se mehanic¢ka energija
nepovratno pretvara u toplotu i time dovodi do promene temperature. Podvuceni
disipacioni ¢lan u jednacini (13) se preureduje na slede¢i nacin:

— THanona .y _
( ) u, (GUZJ ou, u, 1ou,
——+ +T,| =% |47, | ==L+ |+
rop r oz o r rop
1 or au 6ur
ro Fz " 6r
[ uf Ve &1 ((%
r rop oz \ oz
o ou ou, u ou d ou
+u lou  ou, U4, J_AJ,E% +u pJ+lC 1ou, N, ),
rop or r o r rop oz rop oz
A 3 2 ou 2
. #(cuz Lo J(auz +8u,] _ Z;I(EU’J Y u 1o, +2#[auzj .
or oz )\or oz el r rop oz (14)
{ o [uwj 14u, T [BU 1du, ] (auZ au,]
+oulr—| 2L |+= +u +=—| +u +—
or\r r op oz rop o oz

Konacan oblik entalpije (temperature) u cilindricnom koordinatnom sistemu
za nestisljiv fluid konstantne toplotne provodljivosti glasi:
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a "o rop ‘o ror’ or) r?og* oz

au, u, ) 5 (u ou, |
+2u A, +2 L } +2,u o, +u r 2| e +1pu’ +
or r (’°(p oz orlr r op

[ u,  1ou, 6u, L® Yo (15)

oT or u,or el 10( 0T\ 10T 0T
pC,| —+u U, — =K | S T [ttt |t

A

oz rop oz "or rop ‘oz

Navije-Stoksove jednacine

Uopstena Njutnova hipoteza o naponima (prema kojoj je tenzor napona
linearna funkcija tenzora brzine deformisanja) se pise u obliku:

.2 o (16)
P =—PSy +2uS _gfué‘ikdlv u

gde su: py — komponente tenzora napona; p — pritisak; & — Kronekerov simbol; x —
dinamicka viskoznost fluida; S, — komponente tenzora brzine deformisanja, a div U —
divergencija brzine definisana formulom (6). )

U kinematici fluida izvode se komponente S, u krivolinijskom ortogonalnom
sistemu koordinata [1]. U ovom slucaju se navode dve od njih:

1 6u1 u, OoH,; OH,
1= U,
H, éql HH, dq, aq, a7)
: (1 u,  1dau, u, H, u aH3]
23 = 2

H a(13 H,dq, H,H; g, H,H; g,

Ostale komponenteS,,, S, S, 1S, se lako dobijaju iz prethodne formule
ciklicnom permutacijom indeksa 1, 2, 3. Tenzor brzine deformisanja je simetrican
S = SJI, i = j tako da je medu devet komponenata S, samo Sest razli¢itih. To isto,
saglasno izrazu (16) vazi i za tenzor napona, tj. P, = P, za i #k.
Normalni naponi i=Kku viskoznom nesti§ljivom fluidu u krivolinijski
ortogonalnim koordinatama mogu da se saglasno (16) napisu u slede¢em obliku [1]:

3oy o(u .
=—p+2 k ne sumira se po k).
Pa =P hHH 2, aqk( H ( ol

(18)
Za i=k iz (16) i (17) slede formule za tangentne napone:
P y{ﬂ&{}&%(iﬂ gde se po i i k ne sumira! (19)
Kod cilindri¢nih koordinata vaze relacije:
G =r0,=¢ 0=2 H=H=LH,=H =r H,=H, =1

U =Ug, U, =U,, U =U;; Py = Prrveess Prp = Prypoeess

(20)
Kada se prethodne oznake uvrste u (18) i (19) i obave naznacena diferenciranja

dobijaju se slede¢e formule za normalne i tangentne napone [4] u cilindri¢nim
koordinatama:
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et s (| B SO (21)

Diferencijalne jednacine koli¢ine kretanja u krivolinijskim ortogonalnim
koordinatama u skrac¢enoj tenzorskoj formi glase:

» 5“a+i[i%_L@+M%] _
ot G\ H,dq, HH, oo H.H; dg, (22)
g b o (e |
Hi k=1 H1H2H3 8qk Hk Hk aqi
pri ¢emu se ne vr$i sumiranje po indeksu i j=123 .

Za cilindri¢ne koordinate se posle izvesnog racuna i sredivanja dobijaju
sledece jednacine:

+ %t - — 2z —4
o4 1o rop 1oz Lo ror 1or 1 or 1 0p 1 0z

A 2
pl:au, u, ou, Y, 2u,  u, A, u?al u, or ulal uu, a uu, o uu, 6&}

0l Ol o
+ Pre +£ Pr, + Py Pr 0L Pyr p,ol odnosno:
or r rop o0z lor r o 1or

u a P u? Py Bl Al
'D[OU,Jr ou, Y, ou, °”r,l:i: Fr+°p—"+1 Py , Py | PPy (23)
r

u, —+u, +—
ot o r Op 0z o r op 0z r

Istim postupkom i za preostale dve koordinate [5] dobijamo sledece izraze:
ou ou, u, ou ou, uu 0) 0) 0 2
p[i o Mo B My J+¥}= F,+ Por (1P P 2Py
r

+u, —2+-2 -2
o "o rop o o rop oz r

A u o Al A Ol
p{auz +u, ou, . aou ouz} P, +1 P., . op,, +&

L +u, =pF, +
ot o r op oz o r op o r

Kada se izrazi za napone (21) uvrste u jednacéine (23) smatrajuéi pri tome da
je u=const., dobijaju se Navije-Stoksove jednacine u cilindriénim koordinatama za
strujanje nestisljivog fluida konstantne viskoznosti:
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au u 10u,
—p+2u—+p-2u—-2u=-—-"
or r r

op op u, 2 du,
+ =pF —+uAU, - — -y —
. elat arﬂArﬂrzxrza¢
ou u? op u 2 du
L+ 0,Vu-"L|=pF ——+pu| Ay, ———-——2
p{ ot ' r} Ph oy #( "r2 r? op

Na isti na¢in se dobijaju jednacine [5] i za preostale dve koordinate:

ou u.u 1op u, 2au
L+ UG,V U+—2|=pF —=—+pu| AU ——2+——"
’{at ’ r} P

au, = _ op
p{ p + U,V uz}—pFZ—aZvLyAuz

pri ¢emu je izraz za Hamiltonov operator V u cilindri¢énim koordinatama:

dok Laplasov operator A u cilindri¢nim koordinatama ima sledece oblik:

2 2 2
A=V’ :6_2+1g+i26_2+6_2
ors ror r°op° oz
Rejnoldsove jednacine

Navije-Stoksove jednacine za r, ¢ u z koordinatu glase:

- A 2
p{our ‘U ou, +ulaur ‘U ou, _U(,,}:

o "o rop ‘o ox

op d’u, léu,  10u, &, u 20u,
=pF ——+u 2 T T 2 2 2 A
or o ror r°op° o0z r° o r° Op

ot "o rop ‘o or

p[ou,ﬂ . au,, LU au, o au, +u,uw}

o’ ror rtopr i ortor

~
D

:I_ap+ {Ozuw +1%+iazuw+(‘}2uw u, +£6u J
%4

ou, ou, U, ou, ou,
P2 +U, —2+-L 24y, =
ot or r Op 0z
op ou, 1ou, 1 0%, o&u,
-+ oL+ +
01 or* ror r?op® 07°

= sz

Primena Rejnoldsove statistike osrednjavanja u vremenu definiSe se slede¢im

izrazima:

(24)

(25)

(26)

@7)

(28)

(29)

(30)

(1)
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= - = of af of _of - =
f=f, =11, 1f, =0, a:E, ifp=f G+ 01, (32)
gde su: f — trenutna vrednost fizicke veli¢ine, f - prose¢na, vremenska osrednja vrednost, f'
— fluktuacija (odstupanje od prose¢ne vrednosti) veli¢ine, i T — vreme osrednjavanja.
Vremenskim osrednjavanjem N-S jednac¢ina dobijamo Rejnoldsove jednacine.

Trenutna vrednost promenljive se dekomponuje na usrednjeni deo po vremenu i
fluktuacioni deo, tako da je:

U =u, +U;, U, =U,+U, U, =u,+u, F =F+F,p=p+p'.

Izvodi se Rejnoldsova jednacina za r koordinatu, vremenskim osrednjavanjem
jednacine (29).

Vremenskim osrednjavanjem izraza sa leve strane jednacine (29) dobija se:

2
o , o
ou ou. u,du ou u
p{ LU, Ly, 2 '—”}—

ot o rop ‘o r

ou +u ou

ou, ou' —ou  —ou' ,0u, ou ' 1f—aou, —oau' ,0u, ,ou, '
=p + +U +U +U +U, +=|u +u u u +

ot ot "or "or T oor or r| "0p "O0p " or " 0p
— —2
— ou, au, ou, ou U, 2uu U,
+u, +u, +U, — z - - - -
0z 0z 0z 0z r r r

_ -
10 =10 /N0 N1 -~
TR az‘}‘{rar’@ W5, €5 GG, }—L

Vremenskim osrednjavanjem izraza sa desne strane jednacine (29) dobija se:

F-—+
P or

or’ ror rPogpt ot r* r? dp

op [Ezu, l1ou, 1%, &4, u, ZaJw]
+ +

= o p+p' . U +ut pou+ut @ u U @ U U U HU g du, U
=p - M 2 ~
tor or or? roor rr 0p? 017* r? r?

20U
or2 ror rfopt 078 rf r? op

TN G O
—PE‘E*'!’ += + + 5

IzjednaCavanjem leve i desne strane vremenski osrednjene N-S jednacine
(29) dobija se Rejnoldsova jednacina za r koordinatu:

— — — —2 — —
— A — u — _
p{@ur +U, e +%uw%— L +u, auz}zpﬁ —a—p+

ot or op r 0z or

&u, 1eu, 18, ou, u, 20u )10 ., 10, o, 1, (33)
U St el R T e

or° ror r°odp° 0z° r° r°dp | ror rop 0z r

Istim postupkom se dobijaju i jednacine [5] za preostale dve koordinate:
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u, —éu, 1—ou, uu —aou, | — 14p
"'+ur77’+1u J+¥+UZJ - ',Eaip+
ot or r"op r 0z " rop
o*u, 10u, 1 *u, &*u, u, u
<u10 j+EElLF% 2+ f—4§+%aur+fzﬁ +1£1f +liﬂ +Eﬁ (34)
or* ror r*op* 0z* r? r*op | or " rop ™ oz r"”

+u
ot Tor r"o0p "oz

*u, 1éu, 10%, &%, ) 10 , 10
= t——= Pl R LT ]
or ror r°-op oz

p{ouz u—au2+1u—auz auz}:pF op

0 . (35)

ror " rop ™ oa”
gde su rf =7} =-pu,'u;' u jednaCinama (33), (34) i (35) oznacene komponente tenzora
turbulentnih napona, za i, j=r, ¢,z .

Treba napomeniti da jednacina kontinuiteta vazi i za vremenski osrednjene
(prosecne) i za fluktuacione brzine:

p 1o =10 - 0 - (36)
ot ror "rop " @

op, 10 (37)

ot ror

Transportne jednacine Rejnoldsovih (turbulentnih) napona

U indeksnom zapisu Navije-Stoksova jednacina za nesti§ljiv fluid ima sledeéi
oblik:
2
%_{.uk aui :Fi_lﬁ_'.vﬂ (38)
ot 0%, pOX  OXO0X,

Transportne jednacina za turbulentne napone dobijaju se mnozenjem opsteg
oblika Navije-Stoksove jednacine za trenutnu brzinu u; komponentom u; zatim
izmenom indeksa i, j pri ¢emu se dobija druga jednaéina, i sabiranjem ovih dveju
jednacina. Na kraju se izvrsi osrednjavanje po vremenu.

Polazi se od N-S jednacine (29) za r koordinatu:

ou+u' 0 U, +U, u,+u," 0 U +u, _ | +U, ,
+ U +U, + + U, +U, — - =
ot or r o9 01 r
_ 2 p+p' @ty goutu 18Uty Futu Uy g0 U U,
=F+F - v 7t t3 T 7 22 -
por or r or r 0p 01 r r op

gde je sa v oznaéena kinematska viskoznost.
Prethodna jednacina se pomnoZi sa u, ':

+u, ' _ ou+u’ u,+u,’ ou +u’ _ ou +u’ u,+u,’
+U.' U +u +u,' +U' U, +u,
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Zbog lakseg uvida u dalji racun uvodi se smena: u, =U,, u,=U, iu,=U,!

Zatim se izvrS$i mnozenje i vremensko osrednjavanje prethodne jednadine:

— o' — o ——ad o, o' 1 — U, ——ad au, ' o,
u'—t+u ——+u U —L+u v —+u, U, 4 'y 4= o U —L4u ' 4 U= e
~ = Py Py Py P 0 5 b 0 A b
ot ot or or or o r op op 0 0
— —
0 0 0
— o, ——ad wy Ut ot 1 — ; LT
+u,Uza—'+ur u, a—’+u, U, a' U ', = u,Uj+2u, U, '+u.'u, ', =
z z o4 01 r|i———
0
P u'op' . | —0U ou' 1—u, 1 1—oU, 1 —oU oy,
e A T T L = (R ST o
e — p or or or ot r o or r o r op° 0y 01 0z
0 Z2 — — - [l
0 0 0 0 0
U, u'y' 2—0U, 2 o’ .
+v] U - - Sy - 2y | tako da ostaje
r r r op op
L
0 0
— = ~
ou U ou ou' 1 U ou ou,
U '——+u'u—+u, U, ——+u, ' 4= ' 4 U = [+
A ~ v Ty A r e
ot or r ap
—— U ou,’ ou' 1 —
+U, U, —4u, U, —+u U ——Qu,'uwuw'w,'uw'uw'
01 01 oz r (39)
o —— u'0p O 1 u 1 Qe 8% e 2o
SR T U e U e U U e
p or ot r ar r 0y 01 r r o0p

Takode ponavlja se ceo postupak tako Sto se pomnozi jednacina (29) sa U, ' i izvr$i
vremensko osrednjavanje, pa jednostavno prethodnu jednacinu treba pomnoziti sa 2.
Viskozni ¢lan se moZe napisati u obliku:

2%u." 22u. 32 Uin ou'ou.’ (40)
Ul e s 2
X, OXy OXy OX, 00X,

korelacije fluktuacionog pritiska se mogu predstaviti sa:

0p', 0P _ 0P aut aput oy “1)
Uj —+Uy; =P —+——pP —
OX; 0X; OX; oX; 0X; 0X;
dok se difuzioni ¢lan moze napisati u obliku:
ou," ou;" Ou'u;'u’ ou,' ou'ui'y’ (42)
Uy s ———— -y s ——————
0%, 0%, 0%, 0%, 00X,

Mnozenjem jednacine (39) sa 2 sledi konacan oblik transportne jednacine za
u, 'u, ' komponentu tenzora turbulentnog napona:
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0 u,'u, ou'u" U, 0u'y ou'u’ ”
+U, + ) -2y 'u, =
ot or r op 0z v
i 2

0T 20€ {( DD 2

parpor r or r r"”“’
5 6a \

u,? 18u? 10%,? Pt 2 40€,'y’
+V|: L el ST o U +O r Q'Z—UV,'Z)*L .

r op

or2 r or r® 9¢? 01 r
Y N\2 N\2 ' N 2
Y ou, N 10u, N ou, _Zuiaur +Uq, (43)
or r op 01 r’ dp r?

7

gde podvuceni ¢lanovi imaju slede¢e znacenje: (1) — lokalna promena turbulentnih napona,
(2) — konvektivna promena turbulentnih napona, (3) — produkcija turbulentnih napona usled
deformisanja usrednjenog toka, (4) — produkcija turb. napona usled delovanja fluktuirajuc¢ih
zaprminskih sila, (5) — redistribucija medu pojedinim komponentama turbulentnih napona
usled dejstva fluktuiraju¢eg pritiska, (6) — difuzioni transport turbulentnih napona usled
fluktuirajuceg pritiska (¢lan 6a), brzine (¢lan 6b) i molekularnog transporta (¢lan 6v), i (7) —
viskoza disipacija turbulentnih napona.

Pomocu istog postupka izvode se i ostalih pet jednacina za turbulentne napone [5]
sa istim znacenjima podvucenih ¢lanova kao u jedn. (43). U nastavku rada su dati konacni
oblici transportnih jednadina za ostale komponente tenzora turbulentnih napona u
cilindri¢nim koordinatama.

ou'u’ ou'u" U ou'u,’ ou'u,' U ———

r e +U, re e r e +U, e e u, .ziuwa —

ot or r op 0z r
—

1 2

Al Ol

_ —oJ, 1——r U, — U, ==Y, 11— o, — Y, B

u,'u, , U, +U,'u, u,'u, +=u,'u, u, 'u, ' —=

0 r op 0z or r op 0z

190 ) 10( ) ( u,'u, U u?ou®
{r(?r@r U ) oz - rr +w77
\ 66

T AT FEX AT T AT YT i )
2 0p° 072 ¢ or 2 o9

or? r or r r? r

o ou, ' . Eaur' N ou, ' ()uw' N Eouw' N ou(ﬁ' +i‘aur'_ui'()uw'_ur'uw' (44)
or r op oz or r op 0z > op r* o r’
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o u 'u, ou'u’ U, ou'u’ ou'u’ U,
+U, +— +U, -—u,'u,'=
ot or r o 0z r 7
-
1 2
ou, 1 ou, -0U, . 1——0dU, -0V,
- Uy, +-u u U, u, -y, U +-=u,u u, u, +
r 7 Op 0z r 7 Op 0z
3
U ' ' a ‘U ' a 'U '
+u,'u '—“+ur'FZ‘+uZ'Fr'+1 p'%+p‘% _1 Q. )+ e, -
o L Lop or oz | p or 0z
- 4
5 6a
6 u .zu ' a 'U ‘LI ' a IU 2 ' 2
J10€@ ) 106w YOG )
r or r op 0z r

66

[ CATED ST AT SRGL AP T D TR S0 T J
aZZ 2

or? r or r’ ¢’ rr  op r
66
' 1 1 ' ' ' u ' 1
o ou, . 10y, . ou, ou, . 10y, . ou,")| Y, oy, (45)
or r op 0z or r op 0z r’ o¢p
7
ou,'u,’ +U,a u,'u,’ Uia u,'u,’ +U26 u,'u,’ +2U—¢u'7ur'=
ot or r o 0z r ’
1 3
—ou oU oJ U —5
-2|u,'u,’ ”+1uw'u¢‘ “4u, 'y, — 2",
or r op 0z r
3
e A Y
2u 'F ' 4+2 2———
T2 Tp g T
5
1 ¥ 2
2 0@y, )2 pu 10€uy, " Y1,° oGy, —
tp g p 1 v or r op 0z U,
6a

ek roar 2 og? 072 r? 2 op -
66
au 'Y au 'Y (ou 'Y 'ou, ! 2
—21/[ ‘”j+[1 ‘”]+( ‘”]+2u'2 A
or r Op 0z r° op r (46)
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ou,'u,’ ou,'u’ U, ou,'u’ ou,'u,’ U
+U, 22 +U,—~ +—2u 'y, =
ot or r op 0z r
1 2

—oJ, 1——adU, ——dU, —, 1——dd, ——d,
—lu, 'y, +2u U+, a2 =] u, 'y, +=u,'u +U,'u, +
? or r” 7 0p 7 0z or r 7 ¢ 0z

U |au ' |au ' a lu ' a lu '
+uz‘u¢'—r+uw‘FZ'+uZ'F¢'+ia—z+£a—“7i ﬁﬂ : )—i g ? )—
. . rpodp p oz tp Bp p 02

5 6a

[ e ou
* op (47)

22u. 2 ou. 22u.? A%u. 2 ou " 2 ou. 2 ou " 2
Y +1 Y +i S W1 | e 2 1oy, o & (48)
or2 r or r? ¢ 07° or r oo 0z

Transportna jednacina Kineticke energije turbulencije

Sabiranjem jednacina za normalne turbulentne napone za sve tri koordinate
podeljene sa 2, definiSuéi pri tome kineti¢ku energiju turbulencije kao k=0,5 u? +u’”+u; ,
dolazi se do konacne forme egzaktne transportne jednacCine za kineticku energiju
turbulencije.

Sabiranjem jednacina (29 + 30 + 31) sledi:
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ou'u’ ou'u' U, ou 'y’ ou'u’ ”
+U, +— +U, -2—u,'u '+
ot or r op oz r
ou, 'u’ ou,'u' U du 'u’ ou, 'u -
r sy —2r 42 T T U L ? 2%y 'u '+
ot or r op oz ’
ou,'u,’ ou'u,' U, 0u 'y’ ou,'u,’
+U, +— +U, =
ot or r op oz
N 2U A
=2|u, 'y, }u,'uw'g—'+u,'uz' Cl+2—"u ', -
r op oz
ou ou oJ U, —;
-2\ u, 'y, "+£u, u,'—2+u, 'u,— |+2—Lu, -
’ o r” " op 7 oz r 7
ouU ou
-2|u,'u, '—* ! 'u ' —%+u, 'y, —= |+2u, 'F, '+2u 'F '+2u, 'F, '+
r ? 0p oz re
+2E%+2£%+2E£+2£%_gaélurl)_iaé‘uml)_gp'url_gaﬁluz‘)_
p or rp Op pr p 0z p or rp Op p T P oz

1 12 ' 2 A 1 2
_}a@r u, )_'—16@ u, )+0€ u, +g

u 'u 'u -
r or r ¢ oz rt 7’
10€u,'0," J1au,® 0Gu,* Y o——— [10€e "0, " D10G, " Yoy ®
-= += + -=u,'u 'u ‘== += + +
r or r o¢p oz r " r or r o¢ oz

+v += >

Pu” 1ou? 1007 Fut 2 o, N4 06
+ -u ——+
q ’ )r op

~2 2 ~ 2 2 2 2 2 1 '
ou 1au, 1auw auw 2 2 2 46(%’
+v += += + +—€ -u, )—27 +

o’ r or r* 9¢? o r? r op
u,? 1ou? 1,2 o, ®
+v L 4= e el
or r or r° Op oz

P N A 2 T
ou ) fLou) fouty LY out Y
or r op 0z r’ dp  r?
6‘u'2 6’u'2 Au,z ,7%7,2 A 1\2 \2 Ay 1\2
N Y e 20 L TN S P L 1, o X
or r o o 7 dp or r o o (49)

Preureduju se prvo lokalni ¢lanovi (Clanovi vezani za promenu neke fizicke velicine
U vremenu) na levoj strani jednacine (49):

- 1 ., 2 2
1 a ur‘ur' +6 u‘ﬁ'uv’ +a uz‘uzI :(’}E ur +uw +uz =%
2 ot ot ot ot ot

(50)

koji predstavljaju lokalnu promenu kineticke energije turbulencije.
Konvektivna promena kineticke energije turbulencije ima sledeci oblik:
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1/, du'u" U, ou'u’ ou'u’ »
—U, — +U, -2—u.'u, " |+
2 or r op 0z ’
ou'u' U ou'u’ ou,'u’ U
+lu—L L 7 LU, —2 L 2y ty, |+
or r op 0z r
ot v eu?
1], 0u'u" U, 0u'u’ ou,'u,’ 2 [
+=|U, — + =U, +
2 or r op oz or

1z - - 1 7 : :
o= @?+u?+u? 0—(32+u2+u2
U r z r 2 A U
Y, "2 i by, 2T Zu, B K K (51)

Rad fluktuacionih zapreminskih sila ima slede¢i oblik:

u'F'+u,'F,'+u,'F,’ (52)

Produkcija kineticke energije turbulencije (energija prenesena iz glavnog toka
tangencijalnim turbulentnim naponima) ima slede¢u formu:

ou U, ——
U U, rJ+2 r’ ur'uw'}

oU ouU
—2[u,‘u,'oﬂ'+1ur'uw' '
or r op

ou ou ou U —
—Z[Uv_'u,' ﬂ“+1uw'u¢' ”+uw‘uz'—ﬂ’]+2—’uw'z}
or r op 0z r

[ —aJ, 1——a, ——aU,
-2\ u, U ' —=+=u, ', +u,'u, =
L or r op 0z

— 0U, — (10U, U, — 0U,
~lu,"uy pe +u,'u, 'l = +T U, ', —2 -
0

1

oz

(1Y Y, Y, (Y, 13U, ) s (AU, AU, (53)
" lrop r or ) " Pl oz rop ) " Plaz or

Turbulentna difuzija kineticke energije turbulencije ima sledeci oblik:

1 deu,'+2£6uw'+2££+2£auz'735 p'u. " ﬁia p'U," 20p'y’ 20 p'u,’
2| p or rp Op pr p 0z p Or rp  Op p T p Oz
JeHako Hysu 300r je/iHAUMHE KOHTHHYHTETA

' 2 ' Y 0 2
1 10 ru,.'u, 10 U, Uy o u,'u, 22—
+=| - = += + +=U U, U,
2 r

r or r op 0z

o€u,'u,? ou ® o@,'u,"” .
|t (' i )+17’” ¥ Q 2 —gu,'uw'uw' +
r

r or r op oz
+£ loﬂ‘lr U, )lagrluzz)_*_("uz3
2 r or r op 0z
10@u 1€ )13py," 1€ )
p or rp  Op p p Oz
gii " Iur ‘Z+U¢ Z+UZ 2 413 u Iur 12"_uw|2+uZ 2 7i " 'ur-2+uwnz+uz 2 _
ror| " 2 rop| ? 2 oz| ° 2 (54)
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Rad fluktuacionih viskoznih sila se sreduje na slede¢i nacin:

11, ou, ? +£9Ur 2 iazur 2 +azur 2 2 Ly 40 u, ', .
27| ar2 r or rt 5y? o2 2 "7 2 Op
2 2 2 2 2 2 2 ' '
+£V o°u, 19% +i9”w +6uw +£u'2—u " iau, u, .
2| ar® r ar 1 9¢f o2 2 " ? rr op

~ 3 B ' g 2 2 2
WL ozuZZJrlauzeriazuzerazuzz 7‘/02 U THU, TR T
2 orr r or r’® 9¢? oz? or’ 2

10y '2+u,/,'2+uz'2 1 ury2+u{p.2+uz.2 > ur.z_*_u'/].z_*_uZ 2
W | ———— [tV 5 +V—; =
ror 2 r° og 2 oz 2

_V[Gk 10k 1 ok 6k}

(55)

+ —
or? ror r?op* 07°

Disipacija kineticke energije turbulencije glasi:
N2 2 N2 Irre— 2
1 oy ou, . 10y, . ou, _ZULaur +U(/, .
2 or r op 0z 2 dp r?
N N2 - N2 N2 — =
l[2e) (1) [P ] U 0
or r op oz P op r?
o~ N2 N2 N2
ou, . 10u, . ou, =
or r op 0z
N\ 2 ~ . "2 N2 A N\2 N f A2 N2
=y Uy A LU Y |, Uy o[ Do | |1 U, ") |
or r op r 0z or r op r 0z
ou, " ‘(1 ou, ' ’ ou, " : (56)
-v + = +
or r op 0z

Konacan oblik transportne kineticke energije turbulencije glasi:

ak+ur8k+U‘ﬂﬁJrUZ%:ur‘Fr'+u¢,'F¢'+uZ‘FZ'=
ot or r Op 0z ———

- c

b
——, ——(1, U, ) ——d,
_lu'uy U, Uy, | =+ = |+, U, | =
or rop r 0z

d

T 1aUr U41' an 0oy 6U(/’ lauz 0oty aUr aUz
U, = =t — U s Uy, +— |
rop r or oz r Op oz or

d

e G o (54

ok 1ok 1 ok ok ¢
of )

e
or? ror r?op* 07’

f
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N2 . "2 2 2 \ A2 2
_{[Bur ] +[18ur _UL] +[5Ur ] }{[é’uw ] +[18u¢, +i} +[8uw ] }
or rop r 0z or rop r 0z

6uz'2 lauz'2 5uz'2
-v S B
or r op oz (57)

g

gde clanovi jednacéine (57) imaju sledece znaCenje: a — lokalna promena kineticke energije
turbulencije, b — konvektivna promena kineti¢ke energije turbulencije, ¢ — rad fluktuacionih
zapreminskih sila, d — produkcija kineticke energije turbulencije (energija prenesena iz
glavnog toka tangencijalnim turbulentnim naponima), e — turbulentna difuzija kineti¢ke
energije turbulencije, f — rad fluktuacionih viskoznih sila, i g — brzina disipacija kineti¢ke
energije turbulencije.

Transportna jednacina brzine disipacije
kineti¢ke energije turbulencije

Tubulentna korelacija V(0 /9% +0u, /19x%)0u; /0% je definisana kao brzina
disipacije kineticke energije & Medutim pri visokim Rejnoldsovim brojevima, proizvodi
unakrsnih izvoda se mogu zanemariti, tako da se za ovaj parametar koristi aproksimativan
izraz v(ou, /0x)?. Dobijanje egzaktne transportne jednacine za & se dobija kada se od
jednacine za trenutne vrednosti turbulentne brzine oduzme njen vremenski osrednjeni deo,

diferencira po x, pomnoZzisa 2v(au, /ax) I osrednji po vremenu [6].
Izdvajanjem fluktuacionog dela N-S jedna¢ina za sve tri koordinate i

diferenciranjem po X,, sledi relacija:

ou, ' ou, ' ou ou, ' ou, ' oU ou, '
8{13[ Sl STIE Ly, ' — +1[Uw U, —+u, — HJr
) 0

, ot "ar " oor ar r d r op
2
o Yo 2J,u," U,
+p z 7 +u, 07 u, o1 r r +
ou o U , ou U ou
+p ¢ +U, ? U, ﬂw U 4 E Ur/» ? ) ? , [ .
ot or or or r op or op
0 ou ou," Uu," Uu' u 'u
U] +u SIST i i S s
“’( Zd ) oz r r ro |+
ou ou ou ou ou ou ou,'
+p Z +Ur Z r| Z +Ur' Z 1 ” Z o z + w’ Z "
ot or or or r op or op

ou,’ ou ou, "’
U, —2+u,"—%+u,"— |l _
+p[ otz tooz J}_
o Qu.' 10y 1 du ' fu,! 2 0u,’
_ 0| pF - LAt S SRS -7
_{p "oor 'u[ or* r ar r? op* ozt r? r? op )t

, 2,0 ' 20 0 A2 , .
|1ap+{auw+1au¢ 1 o, aqurzaur u(,,]Jr

2

+
or> r or r* 99 07* r

T2

op r

oy, 1o 1%, &,
: (58)

+pF, ‘—a—+,u 5 + —t—
0 or ror r* op oz

Nakon sprovedenog diferenciranja ¢lanova u zagradi prethodne jednacine, sledi:
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a(ou' 0 ou,' 0 ,0U, 0 ou, '’ o (1, ou'
pl—| —/ |+—| VY, +—|u [+ | —— |+ —|=U, +
ot\ ox 0X, or 0X, or X, or ox \r oo
| H+Vv 1+IV VI+VII H+V
o (1 ,ouU, o1 ,ou' 0 ou, ' 0 ,0U, 0 ,ou,’
+p|—| U, +—|=u, ||+ p| |V, |+ |\, +—u,'— ||+
ox \r or ox \r op X, 0z 00X, 0z 1) 0z
1+1V VI+VII H+V 1+1V VI+VII
2uU,.u, u,"? au,' au, ' au,'
P _i Al _i _r__ +p é _? +i Ur ¢ +i u( '% +i ur'_(/' q
OX, r x|\ r ot\ ox, ) ox or ) ox \ " or ) ox or
- 7
1+1V VI+VII | Hi+v 1H+1V VI+VII
ou,’ ouU ou,'
+,0 i EU(/} 4 +i luw' ? +i Euw' ? +
ox \r Oop ox \r or ox\r O0p
L H+Vv 1+1V VI+VII
ou,’ ouU ou,’ vu,’ u,u' u 'u,’
+p i Uz 4 +i uz' 4 +i uz'_(/’ +i re +i »r +i r ¢ +
oX, 0z X, 0z X, 0z X, r 0%, r 0X, r
H+Vv H+IV VI+VII H+IVvV H+1V VI+VII
o(ou,’ 0 ou,’ 0 ,oU, 0 ,ou,’
to| | =+ |+—| U, +—|u +—u == ||+
ot\ ox | ox or ) ox\ 7 or ) ox or
L 1 H+Vv H+IV VI+VII
o (1, ou,’ o (1 ,oU, o (1 ,ou,’
+p|—| =U, +—|=u, +—|=u, == ||+
ox \r op ) oOx\r or ox \r op
H+V 1+1V VI+VII
0 ou,’ 0 ,ouU, 0 ,ou,’
+p| —| U, +—| U, — [+—|u,'—||=
0X, 0z 0X, 0z 0%, 0z
H+Vv 1+1vV VI+VII
oF.' o'p' o (o' 1éu' 10%,' o' u' 20u,’
= p—r - 4+ r 4 - - T _Z 2 |y
ox,  orox, ox\ or® ror r*op® 87 r* r* op
Vil 1X X
oF " ' d’u," 10u,’ o’u," du," o,
+p_¢_i[la_pj+/ui _;/’+1 ? +i2 ‘2 ‘;’ %6ur _ (/; +
0%, OX \r Op ox | or ror r° op 0z r- op r
Vil IX X
LR 0 azuz'+lauz'+iazuz'+02uz' -
X, 010X, 'uﬁx, or* r or r?op* 07 (59)
Vi 1X X

Slede¢i korak je mnoZenje jednacine (59) sa 2vou,/ox,, gde je | =r, ¢,z i deljenje

sa p tako

da se dobija jednacina sa slede¢im ¢lanovima:
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ou. 'l 0(ou,’ u, ou,'| o(au,’
1% 2v — + |
é‘xl a 6X OX, ox | ot ox,
Vaur' ou, au,' au au,’ N
8x| X 6r
au,'(ou, ou,’ u, L au,'
+2v —| £ L |+
6x| X ar ax r 6x oz
au,'(ou, ou,’ L0 U,)\o L,
+2v —| = Il
6x| ox, or 8x r ox, oz
' 2y’ 2y, ou, ou, ou,
+2V8u, U, o 1U o +U, —- ou z +U, —Z |+
x| "axer r ? oxde a( Taxar wé‘x,é‘(p ox,01
0 2., 2,
wyify O 1, O, + I
% | Taxar r ?oxde ax,az
' ' u,’ ' au,’ 'ouU "\ou 'ouU
s [0, 0 (0 au, anau, ], o T dy, o 6y, au, ]
x| ox or ox\r )op ox oz ox | ox or op o
ou,'féu,'eu, 8 (u,"eu, au,'au,
+2v +—| = + +
ox | ox or ox\r Jop 0Ox Oz
' ? A o ou,’ AZU .U .oV
+2vaur u, v, 1, oY +u, oY, +2v—" u, lu otu, —2 |+ \%
% | "oxar r "oxop oxa N axar r’oxop oxo
ou( .o, 1.U, .o,
+2v u, +-u +U, +
%\ "oxor r "oxop oxor
' u,"\éu, " ‘ou, au,’' vou,’ \ou,' ou,
u | ou'ou,t 0 U, |ou " outou, L, U, ou o, O (U, o, + VI
X | Ox, or ox\ r )op Ox oz ox | ox or ox r aqz 8x az
u,'l éu,'ou,” o (u,"\éu," au,'ou,’
+2v + - + +
ox | ox or ox(r 8(p ox, oz
i ) 2 ' ) ZU' ) u '\Zu'
+2vau’ u, o +1u ’ +1u ° +u, —= |+ Vil
% | "oxor 1 ox a 6xaz b oar Y e T e
ou,'( o, 1
+2v u, +u
X, oxor r “ax,a;a 8x ﬁz
(oF) . ou,'(oF, " oF,"
S B[R 5, Mo [T |, 5, O OF, Vil
ox | ox ox \ O, 6)(, 0%,
' /2 1 au ' 2 At
—ZVau’ 1o%p -v—2= 1% 21/0UZ 1007, IX
ox \ porox, X, \ p OpoX, ox \ p oz0x,
N 2 2, 2 ' ou '
2vau' vi 6u2, +lau— iza +8 u— ZZOV + X
L loox L or r or op* ot r* r? Op
au,’ Qu,' 106u’ du," &u,’' touy
L e e 2
ox | ox |\ or r or op oz op r
I 20 ' 2 2
Q| 00U 100 100" O, (60)
ox | ox |\ or r o r°op oz

Posle preuredivanja prethodnih ¢lanova jednacina (60) se moZe napisati u sledec¢em

obliku:
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de 0 Vo de ) de
ot "or rop Caz
! 1
10 . v 0
=—|==ru'e" +=—u,'e" +—u'¢e" |-
ror r op oz
Vil
Jrofzara)1o(ward,), ofvpu,
ror{ p ox 0O rop\ p ox 0O oz\ p Ox OX
1X
16( ag') 10( 108 a( ae'j au,'du," Au, " du, ey,
+——|V— |+ V= |+ =]V - —— | |-
ror or) rop\ rop) oz\ oz ox, OX, OX, OX )OX,
prvi deo ¢lana X 1n+1v ‘
oo Eu,'azur+8uw'82U¢,+6u1‘62U1 ) u, (au, " o, +6uw‘62Uw L ou 0,
_on oy te| M Py ;. _
"\ ox axor | ox, oxor | ox oxor r\ ox xop 0% ox0p 0% %0
v
o ou,' 0, ou,' 9, ou,' o, |
‘o, oxoz  ox oxor  Ox OX oz
v
oy O au,‘au,'+<7uw'é’u,‘+é’uz ou, —ZVOU”I 6u,'0uw'+<7uw'0uw'+auz'OUu,' B
ox \ox or  ox op ox @ ox \ox, or  ox 0p o% @
Vi
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Ovako preuredenu jednaCinu potrebno je usrednjiti po pravilima Rejnoldsove
statistike.

Konacno, uvodenjem definicije za brzinu disipacije kineticke energije turbulencije
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g h

Fizicko tumacenje c¢lanova u dobijenoj egzaktnoj jednacini za brzinu disipacije
kineticke energije turbulencije (62) je sledece:
a — lokalna promena promenljive ¢,
b — konvektivna promena promenljive g,
¢ — difuzioni transport promenljive ¢ usled dejstva:
cy — fluktuirajuce brzine,
C, — fluktuirajuceg pritiska, i
cz — viskoznih efekata.
d — produkcija promenljive ¢ usled deformacije usrednjenog toka,
e — produkcija promenljive £ usled dejstva usrednjene vrtloZnosti,
f — produkcija promenljive £ usled samoizduzenja vrtloznih vlakana,
g — viskozna destrukcija promenljive &, i
h — produkcija promenljive g usled dejstva zapreminskih sila.

Zakljucak

Na osnovu uvida u dostupnu nasu i stranu literaturu moze se zakljuciti da je vrlo
retko detaljno prikazano i objasnjeno izvodenje turbulentnih transportnih jednacina u
cilindri¢nim koordinatama, a posebno je taj nedostatak izrazen za izvodenje jednacina
turbulentne kineticke energije i brzinu disipacije kineticke energije turbulencije, tako da je
ovim radom pokusano popuniti prazninu u literaturi u ovoj oblasti. Takode, pored izvodenja
turbulentnih transportnih jednacina, cilj je bio i da se ukaZze na suStinsko razumevanje
pojedinih ¢lanova jednacina.

Ovaj rad moze biti od koristi studentima diplomskih i doktorskih studija, kao i
inZenjerima 1 istraziva¢ima u praksi pri reSavanju inzenjerskih problema i modeliranju
turbulentnih strujanja koja su tako Cesta u termotehnici i energetici.
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parnog kotla primenom sopstvenih softverskih alata”, ev. broj TR-33018, Ministarstva
prosvete, nauke i tehnoloskog razvoja Republike Srbije.

Oznake

A — povréina, [m?]

¢, — specifi¢ni toplotni kapacitet, [Jkg *K™]

F, — zapreminske sile, [N]

G, - generisanje toplote u jedinici zapremine, [Wm™K™]
h — entalpija, [Jkg™]

H, - Lameovi koeficijenti, [WmK™]

k — turbulentna kineti¢ka energija, [m?s™]

k, - toplotna provodljivost, [Wm K]

h — entalpija, [Jkg™]

q] — jedini¢ni vektor normalan na povrsinu,

q; — krivolinijske ortogonalne koordinate, [m]

] — toplotni fluks, [Wm™]

p, p' — trenutna i srednja vrednost statickog pritiska, [Pa]

koordinata u cilindri¢énom koordinatnom sistemu, [m]
radijus-vektor, [m]
duzine stranica paralelopipeda, [m]
— temperatura, [K]
tenzor napona, [Nm]
— vreme, []
— vektor brzine, [ms™]
,u, — trenutne vrednosti brzine, [ms’l]
/U, — vremenski osrednjene komponente brzine, [ms™]
U, — vremenski osrednjene komponente brzine, [ms™]
,u,'— fluktuacione brzine, [ms’l]
U u ' — komponente Rejnoldsovih napona, [m?s?]
— zapremina, [m%]
— koordinata u cilindriénom koordinatnom sistemu, [m]

R
o

4 -
|

S
=
S

=

=
)

c
c C

P12
Vi

N < <
<%

Grcki simboli

osrednjena vrednost disipacije turbulentne kineticke energije, [m?s~]
trenutna vrednost disipacije turbulentne kineticke energije, [m?s~]

— dinami¢ka viskoznost, [kgm's™]

kinematska viskoznost, [m?s™]

gustina, [kgm=]

— deformacioni rad koji dovodi do disipacije, [W]

— ugao, koordinata u cilindri¢cnom koordinatnom sistemu, [rad]
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Indeksi

i, j,k,1 — indeksi koordinatnih osa

t — turbulentni

— fluktuiraju¢a komponenta
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Abstract

Derivation of Transport Equations for
Three-Dimensional Non-I1sothermal Turbulent Flow
in Cylindrical Coordinates

by
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Paper initially presents the elementary expressions in curvilinear coordinates,
and afterwards, the following equations have been derived in cylindrical coordinates,
respectively: equation of enthalpy (temperature), Navier-Stokes and Reynolds
equation for turbulent flow, transport equations of Reynolds (turbulent) stresses,
transport equation of kinetic energy of turbulence, and the transport equation of
dissipation rate of turbulent kinetic energy. This paper has been attempted to fill the
gap in our and foreign literature with respect to derivation of turbulent transport
equations in cylindrical coordinates. This work may be useful to students of graduate
and doctoral studies as well as engineers and researchers in practice in solving
engineering problems and modeling of turbulent flows, commonly found in thermal
engineering and energy.
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