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Первая часть:Реализация брахистохронного движения твердого тела в вертикальной 

плоскости с помощью реально шероховатых центроид 
 
Obradović A., Cherkasov O.,Realization of the brachistochronic motion of a rigid body in a vertical plane using real rough 
centroids , 3rd CONFERENCE ON NONLINEARITY, 4—8.09.2023, Belgrade, Serbia 

 Минимальное время между двумя заданными положениями в вертикальной плоскости при заданном значении 
начальной механической энергии.  

 Задача формулируется и решается в замкнутой форме 
 Глобальное минимальное время движения. 
 Реализация этого движения также достигается исключительно за счет идеальных механических связей. 
 Получены параметрические уравнения движущейся и неподвижной центроид, а также законы изменения 

тангенциальной и нормальной составляющих реакции связи.  
 Максимальное значение  коэффициента трения скольжения должно быть меньше кулоновского коэффициента 

трения. 
 

 
  Рис. 1.1.Твердое тело в вертикальной плоскости 
 
Механическая энергия остается неизменной:  

 2 2 2 21
2

m U V i mgY mgL    
                                                                  (1.1) 



 

 
Дифференциальные уравнения: 

 
𝑋 𝑈
𝑌 𝑉
𝜑 𝛺

 (1.2) 

 
Безразмерные величины: 

 

𝑋 𝑖𝑥,     𝑌 𝑖𝑦,     𝛺 𝜔 ,     𝑉 𝑣 𝑔𝑖,     𝑈 𝑢 𝑔𝑖,     𝑡 𝜏 ,     𝐿 𝑖𝑙,  

𝐹 𝑚𝑔𝐹 ,       𝐹 𝑚𝑔𝐹 ,     𝑋 𝑖𝑥,     𝑌 𝑖𝑦 (1.3) 
Уравнения состояния: 

 
𝑥 𝑢
𝑦 𝑣
𝜑 𝜔

 (1.4) 

Сохранение механической энергии: 
 𝑢 𝑣 𝜔 2𝑦 2𝑙 0 (1.5) 
Начальные условия: 

 0 0 0 00 ( ) 0 ( ) 0 ( ) 0x y         (1.6) 
Конечные условия: 

 1 1 1 1 1 1 1? ( ) ( ) ( )x x y y          (1.7) 
Управления: 

 ( ) ?, ( ) ?, ( ) ?u u v v           (1.8) 



 

Функционал: 

 

1

1
0

J d


  
         (1.9) 

Функция Понтрягина: 
𝐻 1 𝜆 𝑢 𝜆 𝑣 𝜆 𝜔 𝜇 𝑢 𝑣 𝜔 2𝑦 2𝑙  (1.10) 
 
Сопряженная система: 
 𝜆 0      𝜆 2𝜇      𝜆 0  (1.11) 
Условия оптимальности: 

 
0, 0, 0H H H

u v 
  

  
    (1.12) 

Управление, удовлетворяющее необходимым условиям оптимальности: 

 

𝑢

  𝑣

𝜔

 (1.13) 

 
Множитель µ : 

 ( ) 0H    (1.14) 

 𝜇 𝜏 0 (1.15) 

 



 

Условия второго порядка: 

 2𝜇 0,   2𝜇 0,   2𝜇 0 (1.16) 

Управление, удовлетворяющее необходимым условиям оптимальности: 

 
𝑢 2 𝑙 𝑦 𝜆
𝑣 2 𝑙 𝑦 𝜆
𝜔 2 𝑙 𝑦 𝜆

 (1.17) 

Дифференциальные уравненияTPBVP: 

 

2( ) 0
12( )

2( )

2( ) 0

x x

y y

x l y

y l y
l y
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 (1.18) 

 
Общие решения: 

 

𝑦 𝑙

𝑥 𝜏 sin 𝑝𝜏 𝛼 𝐶

𝜑 𝜏 sin 𝑝𝜏 𝛼 𝐶

 (1.19) 

 
𝑝, 𝛼, 𝜆 , 𝜆 , 𝐶 , 𝐶  определяются вместе с неизвестным моментом 𝜏  из (5), (6) и (7). 

 
 
 



 

Нелинейные алгебраические уравнения: 
 

0 𝑙
1 cos 𝛼

𝑝                                               𝑦 𝑙
1 cos 𝑝𝜏 𝛼

𝑝  

  
                               

                                                                                                                   (1.20) 
 
Пределы решений: 

0 𝛼 2𝜋,      𝑝 ,       0 𝜏                                                         (1.21) 

 
Параметры задачи: 

 𝑙 2,   𝑥 𝜑
√

,   𝑦 1                                   (1.22) 
 
 

 
Рис. 1.2.Множественные решения TPBVP 
 



 

 
Глобальное минимальное время: 

 

p 1,  𝜏 , 𝛼 0,

𝑥
√

,      𝑦 1 cos𝜏,      𝜑
√

𝜆
√

,      𝜆 ,      𝜆
√

,    

                                    (1.23) 

 
                  Рис. 1.3. 
Первые два следующих решения (численные): 
 p    0.954626,  𝜏 4.20981, 𝛼 0.604787, 
      p 0.954626,  𝜏 4.20981, 𝛼 5.678340,                                                       (1.24)

 
                  Рис. 1.4. 



 

 
 

Obradović A., Šalinić S., Jeremić O., Mitrović Z., On the brachistochronic motion of a variable-mass 
mechanical system in general force fields, Mathematics and Mechanics of Solids, ISSN: 1081-2865, 2014, 
Vol. 19(4) 398–410. 
 
 
 

 
 
 
 
 
                                                                                                                 Рис. 1.5. 
 
 



 

 
 
Уравнения фиксированной центроиды: 

𝑥 𝑥
‚

‚     ,   𝑦 𝑦
‚

‚                                                                                  (1.25) 

Движущаяся центроида: 
𝑥

‚ ‚

‚     ,   𝑦
‚ ‚

‚                                   (1.26) 

 

 
Рис. 1.6.Траектория центра масс, фиксированная центроида и движущаяся центроида в исходном 

положении 
 
Закон трения Кулона: 

𝜇 𝜇 𝜇                                                                                                               (1.27) 



 

 
Рис. 1.7.Силы в точке контакта 

 

Скорость 𝑣  и вектор 𝑣∗ : 

𝑣 𝑥,    ,     𝑣 𝑦,
     ,     𝑣∗ 𝑦,     ,        𝑣∗ 𝑥,

                                           (1.28) 

Закон движения центра масс: 

𝑢′ 𝐹 𝐹    ,      𝑣 ′ 𝐹 𝐹 1                                                                   (1.29) 

Проекции реакции связы в точке P: 

𝐹
′  ′

,   𝐹
′ ∗  ′

 
∗

                                                                             (1.30) 

Коэффициент трения: 

µ   
′  ′

′ ∗  ′ ∗                                                                                                     (1.31) 

 

µ
τ τ τ

√ τ
                                                                                                (1.32) 



 

 
 

                                                             Рис. 1.8.Коэффициент трения 
 

𝜏 1.14372 
𝜇∗ 0.176777. 

 

 

Соотношение (5) присоединилось бы к начальным условиям (6): 

𝑢 0 𝑣 0 𝜔 0 2𝑦 0 2𝑙 0                               (1.33) 

В уравнения состояния, кроме кинематических уравнений (4), пришлось бы включать и 
динамические уравнения: 
𝑥 𝑢
𝑦 𝑣
𝜑 𝜔

 

𝑢′ 𝑢
𝑣 ′ 𝑢
𝜔′ 𝑢

                                                                                              (1.34) 



 

 
На основании соотношения (5): 

 

uu vu ωuφ v 0.                                                                                         (1.35) 
 

Ограничение вытекающее из закона трения Кулона: 
 

𝜇  
 

𝜇                         (1.36) 

 
 

Выводы первой части: 
 
- Упрощение задачи оптимального управления. 
- Аналитическое решение. 
- Траектория центра масс представляет собой деформированную циклоиду. 
- Глобальное минимальное время. 
- Способ реализации за счет качения центроид у других авторов нам неизвестен. 
- В случае идеально шероховатых поверхностей решения, полученные на основе кинематических 
уравнений, одновременно представляют собой брахистохронные движения. 
- Также и в случае реальных шероховатых поверхностей, когда ⃓𝜇 𝜏 ⃓ 𝜇  
- В случае невыполнения этого требования приходится ставить более сложную задачу 
оптимального управления. 
 

 
 
 
 
 
 
 



 

Вторая часть:Реализация брахистохронного движения саней Чаплыгина в 
вертикальной плоскости с односторонней неголономной связью 

 
Obradović A., Cherkasov O., Miličić L., Šalinić S., REALIZATION OF THE BRACHISTOCHRONIC MOTION OF CHAPLYGIN 
SLEIGH IN A VERTICAL PLANE WITH UNILATERAL NONHOLONOMIC CONSTRAINT, Theoretical and Applied Mechanics, 
Vol.50, No.2, 2023  

 
 Процедура определения брахистохронного движения саней Чаплыгина в вертикальной плоскости, где такое 

лезвие, что препятствует движению точки контакта только в одном направлении. 
 Дана простейшая постановка соответствующей задачи оптимального управления 
 Для ряда случаев найдены аналитические решения. Для остальных случаев численное интегрирование 

проводилось методом стрельбы, где показано, что полученное решение представляет собой глобальное 
минимальное время. 

  Представлен метод брахистохронного движения с помощью одиночной голономной и одной односторонней 
неголономной механической связи. 

 
Golubev, Y.F. Brachistochrone for a rigid body sliding down a curve. J. Comput. Syst. Sci. Int. 52, 571–587 (2013). 

 
Valery V. Kozlov, On the Dynamics of Systems with One-sided Non-integrable Constraints, Theoretical and Applied 
Mechanics, Volume 46 (2019) Issue 1, 1–14. 

Если ограничение двустороннее [Голубев Ю.Ф.], то V=0, 
В данной статье будут рассмотрены случаи односторонних ограничений, когда V≥0 или V≤0 

 
                                                                Рис. 2.1 Сани Чаплыгина в вертикальной плоскости. 



 

 
Механическая энергия остается неизменной: 

 
 2 2 2 21

2
m U V i mgY mgL    

 (2.1) 
 

Дифференциальные уравнения: 

 

cos sin
sin cos

X U V
Y U V

 

 


 

 
 





              (2.2) 
Безразмерные величины: 

2, , , , , ,g iX ix Y iy V v gi U u gi t L il
i g

         
 (2.3) 

Уравнения состояния: 

 

2

2

cos sin

sin cos

x u v

y u v

 

 
 

 

  
 



 (2.4) 
 
Сохранение механической энергии: 

 
2 4 2 2 2 0u v y l      (2.5) 

  
 



 

Начальные условия: 

 0 0 0 00 ( ) 0 ( ) 0 ( ) 0x y         (2.6) 
Конечное положение: 

 1 1 1 1 1 1 1? ( ) ( ) ( )x x y y          (2.7) 
 

Задача состоит в нахождении управлений: 

 ( ) ( ) ( )u u v v        (2.8) 
Минимизируемый функционал: 

 

1

1
0

J d


  
 (2.9) 

Функция Понтрягина H:  
2 2 2 4 21 ( cos sin ) ( sin cos ) ( 2 2 )x yH u v u v u v y l                     (2.10) 

Сопряженная система: 
2 20 2 ( ( sin cos ) ( cos sin ))x y x yu v u v                   (2.11) 

Условия оптимальности принципа максимума: 

 
0, 0, 0H H H

u v 
  

  
    (2.12) 

 
 
 



 

Управление, удовлетворяющее необходимым условиям оптимальности: 

 

2 2

1 ( cos sin )
2

10 ( sin cos )
2

1
2

x y

x y

u

v v



   


   


 


 


    


 (2.13) 

Множитель 𝜇: 
( ) 0H                        (2.14) 

 
   

1 0
4( )l y

 


 
  (2.15) 

Условия максимума функции Понтрягина:  
2 2 2

2 2 20, 0, 0H H H
u v 

  
  

                                                     (2.16) 
Критерий выбора управления: 

2

2( )( cos sin )

0, ( sin cos ) 0

2( )( sin cos ), ( sin cos ) 0

2( )

x y

x y

x y x y

u l y

v
l y

l y 

   

   

       

 

  

           
  (2.17) 

𝑆 𝜆 𝑠𝑖𝑛𝜑 𝜆 𝑐𝑜𝑠𝜑 
 



 

 
Выбором трех параметров𝜆  , 𝜆  , 𝜏  угадываются три начальных условия (2.6), где 1( )   
находится на основе (2.5), (2.14 ) и (2.17): 

 
1

2 2
1 1 1 1 1

1

2 2 2
1 1 1 1 1 1

1

1( ) ( cos sin ) , ( ) 0
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1( ) ( ) ( ) , ( ) 2( )( sin cos )
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x y x y

v
l y

v l y
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                (2.18) 

Оценка интервала значений параметров: 

 

1

2
1 1 1 1

1

2
1 1 1 1 1

1

1cos sin , ( ) 0
2( )

1
2

1 , ( ) 2( )( sin cos )
2( )

x y

x

y x y

v
l y

l

v l y
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                                                    (2.19) 

Экстремальное решение на всем интервале находится на открытом множестве: 

 

2( ) 0
12( )

2( )

2( ) 0

x x

y y

x l y

y l y
l y

l y  

 

 

  

   

   


   
                                                                            (2.20) 

 
 



 

 
 
Общие решения: 
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12

22

1 cos( )

2 1( sin( ))

2 1( sin( ))

x

pty l
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x t pt C
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 (2.21) 

Параметры задачи: 

 
1 1 1

22, , 1
2 2

l x y 
   

 (2.22) 
 
В случае “-“ существуют аналитические решения TPBVP: 

 
1

( sin ) ( sin ), 1 cos ,
2 2

1 sin 1, , ,
2(1 cos ) 22 2 2 2x y

x y



    

    




 
   

   
  (2.23) 

 
 
 
 
 



 

 
 
В случае «+»на всем интервале движения экстремальное решение находится на границе V=0.  

 

Рис. 2.2 Представление глобального минимального времени движения. 
 
WolframMathematica с использованием командNDSolve … , ContourPlot3D … , числовые 
зависимости: 

 0 1 1 0 1 1 0 1 1( , , ) 0, ( , , ) 0, ( , , ) 0x y x y x yx y                    (2.24) 
Параметрические значения: 

 1 10.499037, 0.369326, 1.76731x y                           (2.25) 
 
 
 
 
 



 

 
 

 
                                Рис. 2.3. Окончательные уравнения движения и траектории центра масс саней Чаплыгина 

 
Функция  𝑆 𝜆 𝑠𝑖𝑛𝜑 𝜆 𝑐𝑜𝑠𝜑 отрицательна , условия (2.17) полностью выполняются .  

 
 

                                                                              Рис. 2.4. Функция 𝑆 𝜆 𝑠𝑖𝑛𝜑 𝜆 𝑐𝑜𝑠𝜑 . 



 

 
 

 

Числовые параметры (2.22) будут немного изменены, случай “+”: 

1 1 12, 1.25 1l x y   
                                                                                                          (2.26)

 

Решение TPBVP: 

1 10.378358, 0.475233, 1.18207x y                  (2.27) 

 

 
 

                                            Рис. 2.5. Диаграммы безразмерных скоростей, угловой скорости и функции S. 



 

 
 

 
 

Рис. 2.6. Реакции связей для случая дополнительной направляющей: а) в точке А, б) в точке B. 
 
Реализация брахистохронного движения в случае «+» ( 𝑉 0  

1 1 1
22, , 1

2 2
l x y 
   

 
Безразмерный вид: 

, ,C C A A B BR mg r R m g r R mgr    
 
Динамические уравнения в точке А: 
                        1 2 2sin , cos ,A A C Au r u r r r                   (2.28) 
 
Динамические уравнения в точкеB: 

   1 2 2sin , cos ,B B C Bu r u r r r             (2.29) 
 
 
 
 



 

Законы изменения реакции 𝑅  в обоих случаях, и проверяем его знак (𝑅 0): 

     cosCr u                   (2.30) 

     cosCr u                   (2.31) 
 

 
 

Рис. 2.7 Безразмерная реакция связи для случая направляющих в точках А и В. 
 
 
Выводы второй части: 
 
- Статья вносит вклад в неисследованную область систем с односторонней ограниченной реакцией 
связи. 
- Упрощение задачи оптимального управления, основанной только на кинематических уравнениях. 
- Аналитическое решение дифференциальных уравнений когда решение находится на открытом 
множестве. 
- Траектория центра масс представляет собой деформированную циклоиду. 
- Глобальное минимальное время движения. 
- Детальный анализ возможности реализации с помощью двух идеальных механических связей. 
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Установить максимально возможную величину односторонней реакции связи лезвия: 
 
 
 
 
 

bR N 

0 bR N 
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В первом показанном случае: 

 
 
 
 
 

 

 

/ 2fφ = π 0.0707 0.0707, 0.0707 0.0707.x yλ λ     

0.199832 s,ft  0.0303507 s / m,xλ  0.0303507 s / m.yλ 



 

Во втором показанном случае показаны три решения: 
 
 

 

 
 
 
 
 
 
 

/ 30fφ = π



 

 
Часть третья: Краткое описание брахистохронного движения с ограниченными реакциями связи 

с использованием активного управления 
 

Законы трения Кулона при брахистохронном движении диска: 
 
Obradović A., Šalinić S. , Radulović R., THE BRACHISTOCHRONIC MOTION OF A VERTICAL DISK  
 ROLLING ON A HORIZONTAL PLANE WITHOUT SLIP,Theoretical and Applied Mechanics 44 (2017), 237-254 
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= 0.0525fk

1 = 1.08556 ,t s
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= 2.21333ft s
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