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1.2.2 РАВАНСКИ ПРОИЗВОЉНИ СИСТЕМИ СИЛА 

Задатак 1.5 Хомогени штап, сопствене тежине 𝐺 = 500 N, дужине 
𝑙 = 6 m ослања се на вертикални зид у тачки 𝐵 и хоризонтални под 
у тачки 𝐴. Помоћу хоризонталног неистегљивог ужета 𝐷𝐶 штап је 

везан за зид, а 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ = 𝑙1 = 1 m. Угао који штап заклапа са подом је 
𝛼 = 60°. Одредити реакције веза. Зид и под сматрати идеално 
глатким.  

 

Слика 1.19 а) Штап који се ослања на под и ужетом је 
причвршћен за зид, б) реакције веза и силе које делују на штап 

То да су зид и под идеално глатки значи да су реакције само 
нормалне реакције, и да нема силе трења.  

Објекат посматрања је штап, ослобађа се реакција веза. „Склања“ 

се зид у тачки 𝐵, реакција зида је управна на зид (хоризонтална), 
„склања“ се под у тачки 𝐴, реакција је вертикална (управна на под). 
Уклања се уже 𝐷𝐶, сила у ужету је 𝑆, усмерена је ка тачки вешања 

𝐶. У тежишту штапа (на половини његове дужине) унета је 
сопствена тежина штапа. Систем сила које делују на штап приказан 
је на следећој Слици 1.19 б). Уочава се да је систем сила које делују 
на штап произвољни (не секу им се нападне линије у једној тачки да 
би био сучељни) равански систем. Услови равнотеже за 
произвољни равански систем сила гласе: 
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∑𝑋𝑖 = 0 

∑𝑌𝑖 = 0 

∑𝑀𝐴

↶+

= 0 

Последњи услов равнотеже је да је сума момената сила за тачку 𝐴 
нула. Да систем ових сила (момената) није у равнотежи штап би се 

заротирао око тачке 𝐴 и „сложио“ на под.  

Уочава се да су написане три једначине равнотеже, а да се из њих 

израчунавају три непознате величине 𝑅𝐴, 𝑅𝐵 и 𝑆: 

∑𝑋𝑖 = 0 = 𝑆 − 𝑅𝐵             𝑅𝐵 = 𝑆 

∑𝑌𝑖 = 0 = 𝑅𝐴 − 𝐺             𝑅𝐴 = 𝐺 = 500 N  

∑𝑀𝐴

↶+

= 0 = −𝑆(𝑙1 sin 𝛼) − 𝐺 (
𝑙

2
cos 𝛼) + 𝑅𝐵(𝑙 sin 𝛼) = 0 

Трећа једначина је сума момената за тачку 𝐴. Момент силе за тачку 
је производ интензитета силе и крака силе. Крак силе је најкраће 
растојање између нападне линије силе и тачке за коју се тражи 
момент (Слика 1.20). Момент силе је позитиван када сила тежи да 
заротира објекат у позитивном математичком смеру (супротно од 

казаљке часовника) око тачке 𝐴. На Слици 1.21 приказане су све 

силе које делују на штап и њихови краци за тачку 𝐴. 

 

Слика 1.20 Крак силе 
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Слика 1.21 Краци свих сила (за тачку 𝐴) које делују на штап  

На Слици 1.22 приказани су смерови момената сила за тачку 𝐴. 

 

Слика 1.22 Моменти свих сила (за тачку 𝐴) које делују на штап  

Из друге једначине одмах се израчунава да је 𝑅𝐴 = 𝐺. 

Прва једначина даје везу 𝑅𝐵 = 𝑆 која се убацује у трећу једначину. 

Веза из прве једначине убацује се у трећу и она постаје: 

−𝑆(𝑙1 sin 𝛼) − 𝐺 (
𝑙

2
cos 𝛼) + 𝑆(𝑙 sin 𝛼) = 0 
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𝑆(𝑙 − 𝑙1) sin 𝛼 = 𝐺 (
𝑙

2
cos 𝛼) 

Израчунавају се реакција зида 𝑅𝐵 и сила у ужету 𝑆 (једнаке су на 
основу прве једначине): 

𝑅𝐵 = 𝑆 =
𝐺

𝑙
2 cos 𝛼

(𝑙 − 𝑙1) sin 𝛼
=

500 ∙ 3 ∙
1
2

5 ∙
√3
2

∙
√3

√3
= 100√3 = 173,2 N 

 

Задатак 1.6 Хомогена глатка кугла 𝐷 полупречника 𝑅 = √3𝑙 и 
сопствене тежине 𝑄, ослања се на греду 𝐴𝐵 дужине 3𝑙 и сопствене 

тежине 𝐺 = 𝑄. Куглу у равнотежном положају држи неистегљиво уже 
𝐷𝐶. Греда је везана зглобним ослонцем 𝐴 за постоље, а у тачки 𝐵 је 
слободно ослоњена. Одредити силу у ужету, силу притиска између 

кугле и греде и отпор ослонца 𝐴 и реакцију подлоге у тачки 𝐵.  

 

Слика 1.23 а) Кугла и штап у равнотежном положају, б) силе које 
делују на куглу  

Проблем је равански. У овом задатку, за разлику од претходног, 
постоје два објекта посматрања – кугла и штап. Дакле, и кугла и 
штап се посматрају одвојено, ослобађају се реакција веза и уносе 
се активне силе.  
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𝛥𝐶 = 𝛥𝐵 +
𝑁𝐼𝐼 ⋅ 𝑙𝐼𝐼

𝐸𝐼𝐼 ⋅ 𝐴𝐼𝐼
= 3

𝑃𝑙

𝐸𝐴
+

(−2𝑃)𝑙

𝐸𝐴
=

𝑃𝑙

𝐸𝐴
 

𝛥𝐷 = 𝛥𝐶 +
𝑁𝐼 ⋅ 𝑙𝐼

𝐸𝐼 ⋅ 𝐴𝐼
=

𝑃𝑙

𝐸𝐴
+

(8𝑃)𝑙

𝐸(2𝐴)
= 5

𝑃𝑙

𝐸𝐴
 

Уцртавају се добијена померања у одговарајућим пресецима (Слика 
2.6). 

Што се нормалних напона по пољима тиче, израчунавају се као 
количник силе у пољу (сила са дијаграма расподеле аксијалних 
сила) и површине попречног пресека: 

𝜎 =
𝑁

𝐴
 

Нормални напони по пољима су: 

𝜎𝐼 =
𝑁𝐼

𝐴𝐼
=

8𝑃

2𝐴
= 4

𝑃

𝐴
 

𝜎𝐼𝐼 =
𝑁𝐼𝐼

𝐴𝐼𝐼
=

−2𝑃

𝐴
= −2

𝑃

𝐴
 

𝜎𝐼𝐼𝐼 =
𝑁𝐼𝐼𝐼

𝐴𝐼𝐼𝐼
=

9𝑃

3𝐴
= 3

𝑃

𝐴
 

Напон је константан у пољу јер је аксијална сила константна у пољу, 
а попречни пресек се не мења. Напони се не надовезују, само се 
нанесу вредности у пољима (Слика 2.6). 

 

Задатак 2.3 За челични штап приказан на Слици 2.7, нацртати 
дијаграм расподеле аксијалних сила, померања, напона и 
проверити чврстоћу штапа ако је дато: P= 50 kN,  𝐴 = 10 cm2, 𝜎𝑑 =

160 MPa = 16
kN

cm2
. 



Аксијално напрезање 

49 
 

 

Слика 2.7 Поставка задатка, аксијално напрегнут степенасти 
штап  

∑ 𝑋𝑖 = 0 = 4𝑃 − 8𝑃 + 6𝑃 − 𝑋𝐴                    𝑋𝐴 = 2𝑃   

Цео штап је челични, па се зна да је 𝐸 = 2,1 ∙ 104 kN

cm2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 

Померања карактеристичних пресека су: 

𝛥𝐴 = 0 

𝛥𝐵 = 𝛥𝐴 +
𝑁𝐼𝐼𝐼 ⋅ 𝑙𝐼𝐼𝐼

𝐸𝐼𝐼𝐼 ⋅ 𝐴𝐼𝐼𝐼
= 0 +

(2𝑃) ∙ 𝑙

𝐸 ⋅ (2𝐴)
=

𝑃𝑙

𝐸𝐴
 

𝛥𝐶 = 𝛥𝐵 +
𝑁𝐼𝐼 ⋅ 𝑙𝐼𝐼

𝐸𝐼𝐼 ⋅ 𝐴𝐼𝐼
=

𝑃𝑙

𝐸𝐴
+

(−2𝑃)(2𝑙)

𝐸𝐴
= −3

𝑃𝑙

𝐸𝐴
 

𝛥𝐷 = 𝛥𝐶 +
𝑁𝐼 ⋅ 𝑙𝐼

𝐸𝐼 ⋅ 𝐴𝐼
= −3

𝑃𝑙

𝐸𝐴
+

(6𝑃)(3𝑙)

𝐸(2𝐴)
= 6

𝑃𝑙

𝐸𝐴
 

Нормални напони по пољима су: 

𝜎𝐼 =
𝑁𝐼

𝐴𝐼
=

2𝑃

2𝐴
=

𝑃

𝐴
 

𝜎𝐼𝐼 =
𝑁𝐼𝐼

𝐴𝐼𝐼
=

−2𝑃

𝐴
= −2

𝑃

𝐴
 

𝜎𝐼𝐼𝐼 =
𝑁𝐼𝐼𝐼

𝐴𝐼𝐼𝐼
=

6𝑃

2𝐴
= 3

𝑃

𝐴
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Слика 2.8 Дијаграм сила, померања и напона, аксијално 
напрегнут степенасти штап  

Што се провере чврстоће тиче, напон нигде, па ни тамо где је 

максималан не сме да пређе допуштену задату вредност 𝜎𝑑 =
160 MPa. Напони се пореде по апсолутној вредности, тако је напон 

од нпр. −4
𝑃

𝐴
 већи од напона 3

𝑃

𝐴
. У овом задатку највећи је напон у 

𝐼𝐼𝐼 пољу, а то значи: 

𝜎𝑚𝑎𝑥 ≤ 𝜎𝑑 
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3
𝑃

𝐴
≤ 𝜎𝑑 

𝜎𝑚𝑎𝑥 = 3
𝑃

𝐴
= 3

50 ∙ 103

10 ∙ 10−4
= 15 ∙ 107 Pa = 150 ∙ 106 Pa = 150 MPa 

(𝜎𝑚𝑎𝑥 = 150 MPa) < (𝜎𝑑 = 160 MPa) 

Претходни израз  представља услов чврстоће. Дакле, услов 

чврстоће је задовољен јер је 𝜎𝑚𝑎𝑥 < 𝜎𝑑. 

 

Задатак 2.4 Проверити чврстоћу штапа датог на Слици 2.9, који је 
израђен од ливеног гвожђа, ако је: P= 50 kN,  𝐴 = 10 cm2, дозвољени 

напон на притисак 𝜎𝑑
− = 160 MPa и дозвољени напон на затезање 

𝜎𝑑
+ = 80 MPa. 

 

Слика 2.9 Аксијално напрегнут степенасти штап  

Постоје материјали који не подносе једнако добро притисак и 
затезање (такав је и ливено гвожђе). Зато се задају различите 
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3. УВИЈАЊЕ 

3.1 УВИЈАЊЕ, СТАТИЧКИ ОДРЕЂЕНИ ЗАДАЦИ 

Задатак 3.1 Нацртати дијаграм расподеле момената увијања за 
штап (вратило) оптерећен према Слици 3.1. Нацртати дијаграм 
расподеле померања (угла увијања). 

 

Слика 3.1 Поставка задатка, вратило оптерећено моментима 
увијања  

Постоји одређена аналогија између израза за напон и деформацију 
(померање) код аксијалног (подужног) напрезања и увијања 
(торзије). Код аксијалног напрезања нападна величина у пресеку је 

аксијална сила 𝑁, а код увијања то је момент увијања (момент 
торзије) 𝑀𝑡. Код аксијалног напрезања је утицајна физичка 
карактеристика материјала била Јунгов модул елеастичности 𝐸, а 

код увијања је то модул клизања 𝐺. Значајна карактеристика 
попречног пресека код аксијалног напрезања је површина 

попречног пресека 𝐴, а код увијања штапова кружног и прстенастог 
попречног пресека су то поларни момент инерције 𝐼0 и поларни 
отпорни момент 𝑊0: 

𝛥 =
𝑁𝑙

𝐸𝐴
                                  𝜑 =

𝑀𝑡 ⋅ 𝑙

𝐺 ⋅ 𝐼0
 

𝜎 =
𝑁

𝐴
                                      𝜏 =

𝑀𝑡

𝑊0
=

𝑀𝑡

𝐼0
⋅ 𝜌𝑚𝑎𝑥 

И код аксијалног и код увијања померање је сразмерно дужини 

штапа 𝑙. Код аксијалног напрезања рачунато померање је било 

издужење или скраћење штапа 𝛥, код увијања је то угао увијања 𝜑. 



Савијање 

95 
 

4. САВИЈАЊЕ 

Задатак 4.1 За дату греду на Слици 4.1 нацртати статичке 
дијаграме (дијаграм трансверзалних сила и дијаграм момената 

савијања). Дато је да је 𝑞 = 2
 kN

m
 и 𝑎 = 1 m. 

 

Слика 4.1 Поставка задатка, греда оптерећена на савијање  

Греда на слици оптерећена је концентрисаним моментом 𝑀 =
2𝑞𝑎2 = 4 kNm, концентрисаном силом 𝐹 = 𝑞𝑎 = 2 kN и континуалним 

оптерећењем 𝑞 = 2
 kN

m
. Континуално оптерећење се, осим када се 

црта дијаграм континуалног оптерећења у пољу где је континуално, 

мења силом 𝐹𝑞 = 𝑞 ∙ 2𝑎 = 4 kN. То је укупна трансверзална сила од 
континуалног оптерећења и једнака је производу интензитета 
континуалног оптерећења и дужине греде на коју делује 
континуално оптерећење. Она делује на половини распона на којем 
се налази континуално оптерећење (Слика 4.2). 

Да би се нацртали дијаграми расподеле трансверзалних 
(попречних) сила и момената савијања (флексије), прво је 
неопходно одредити реакције ослонаца  

Подсећање на прву област ове збирке: систем сила које делују на 
греду је равански произвољни систем. На располагању су три 
једначине равнотеже, суме сила у два правца и сума момената за 
непокретни ослонац морају да буду једнаке нули: 

∑ 𝑋𝑖 = 0  

∑ 𝑌𝑖 = 0  
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∑ 𝑀𝐴

↶+

= 0 

Из ових једначина решавају се непознате рекације веза. Од 

реакција веза уочава се непокретни ослонац 𝐴 и хоризонтални 
покретни ослонац 𝐵. 

 

Слика 4.2 Дијаграм трансверзалних сила и момената савијања, 
греда оптерећена на савијање  

Дакле, из три једначине равнотеже израчунавају се три непознате 

величине 𝑋𝐴, 𝑌𝐴 и 𝑌𝐵. Реакција ослонца 𝐴 (𝑋𝐴, 𝑌𝐴) је раванска сила 
произвољног правца која се представља својим компонентама у 

правцима оса - 𝑋𝐴, 𝑌𝐴; реакција ослонца 𝐵 је у правцу у којем 
ослонац спречава померање, овако нацртан ослонац је 
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хоризонтално покретан, а има реакцију у вертикалном правцу 𝑌𝐵 
(Слика 4.3). 

 

Слика 4.3 Хоризонтално покретни ослонац  𝐵 

Још једном, на слици се уочавају оптерећења: концентрисани 

момент (спрег) 𝑀 = 2𝑞𝑎2 = 4 kNm, концентрисана сила 𝐹 = 𝑞𝑎 =

2 kN и континуално оптерећење 𝑞 = 2
 kN

m
. Континуално оптерећење 

се скоро увек, осим када се црта дијаграм континуалног оптерећења 

у пољу где је континуално, мења силом 𝐹𝑞 = 𝑞 ∙ 2𝑎 = 4 kN. То је 
укупна трансверзална сила од континуалног оптерећења и једнака 
је производу интензитета континуалног оптерећења и дужине греде 
на коју делује континуално оптерећење. Она делује на половини 
распона на којем се налази континуално оптерећење. 

Израчунавају се реакције ослонаца: 

∑ 𝑋𝑖 = 0                                      𝑋𝐴 = 0  

∑ 𝑀𝐴

↶+

= 0 = 𝑀 − 𝐹𝑞 ∙ 2𝑎 + 𝑌𝐵 ∙ 3𝑎 − 𝐹 ∙ 4𝑎

= 2𝑞𝑎2 − (2𝑞𝑎) ∙ 2𝑎 + 𝑌𝐵 ∙ 3𝑎 − (𝑞𝑎) ∙ 4𝑎 

𝑌𝐵 =
1

3
𝑞𝑎(−2 + 4 + 4) = 2𝑞𝑎 = 4 kN 

∑ 𝑌𝑖 = 0 =  𝑌𝐴 − 𝐹𝑞 + 𝑌𝐵 − 𝐹 = 𝑌𝐴 − 2𝑞𝑎 + 2𝑞𝑎 − 𝑞𝑎           

 𝑌𝐴 = 𝑞𝑎 = 2 kN 

Када су израчунате реакције ослонца, израчунава се трансверзална 
сила и момент по пољима. Свако ново поље је дефинисано 

променом оптерећења, 𝐼 поље од одлонца 𝐴 до места дејства 

момента и почетка конттинуалног оптерећења, у 𝐼𝐼 пољу се налази 
континуално оптерећење, 𝐼𝐼𝐼 поље је од силе до ослонца 𝐵 (Слика 
4.2). 
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Фигура 1 је цео велики правоугаоник, а фигура 2 је „уклоњени“ 
квадрат. 

 

Слика 5.24 Положај главних тежишних оса и елипсе инерције, 
попречни пресек носача 

𝐴 = 8 ∙ 4|1 − 2 ∙ 2|2 = 28 cm
2 

𝑥𝐶 =
(8 ∙ 4) ⋅ 0|1 − (2 ∙ 2) ⋅ 1|2

28
= −0,143 cm 

𝑦𝐶 =
(8 ∙ 4) ⋅ 0|1 − (2 ∙ 2) ⋅ 1|2

28
= −0,143 cm 

𝐼𝜉 = [
8 ∙ 43

12
+ (8 ⋅ 4)(0,143)2]|

1

− [
2 ∙ 23

12
+ (2 ⋅ 2)(1,143)2]|

2

= 36,762 cm4 

𝐼𝜂 = [
83 ∙ 4

12
+ (8 ⋅ 4)(0,143)2]|

1

− [
23 ∙ 2

12
+ (2 ⋅ 2)(1,143)2]|

2

= 164,762 cm4 

𝐼𝜉𝜂 = [0 + (8 ⋅ 4)(0,143)(0,143)]|1 − [0 + (2 ⋅ 2)(1,143)(1,143)]|2
= −4,571 cm4 
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Слика 6.5 Поставка задатка, штап анкерисан помоћу клина 

На Слици 6.5 клин је ишрафиран. Да би се разумела физикалност 
проблема, треба замислити (кружни) отвор (нпр. у хоризонталној 
плочи) кроз који је постављен штап. Ако на штап делује аксијална 

сила 𝐹, а клина нема, штап би се кретао транслаторно надоле 
(извлачио би се). Зато је кроз штап избушен отвор за клин и кроз 
отвор је провучен клин, који спречава кретање штапа надоле, јер 
доња површина клина належе на под (плочу).  

Што се носивости штапа тиче (задатак под а)), носивост (сила 𝐹) 
одређује се из услова да максимални нормални напон у штапу не 
сме да буде већи од допуштеног нормалног напона. Штап је 
напрегнут аксијалном силом, напон је:  

𝜎 =
𝑁

𝐴
 

Међутим, овде треба обратити пажњу на то да је најугроженији 
пресек на месту где је пресек ослабљен отвором за клин. Тако 
попречни пресек на пресеку обележеном на Слици 6.5 десно 
изгледа као што је приказано на Слици 6.6. 
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Слика 7.11 Главне равни и главни напони, Морова кружница 
напона 

Што се највећих тангенцијалних напона тиче, уочавају се тачке на 
вертикали које имају највеће вредности тангенцијалног напона 
(Слика 7.12).  

 

Слика 7.12 Тачке у којима је тангенцијални напон највећи 

У тим тачкама је тангенцијални напон: 𝜏𝐼 = −𝜏𝐼𝐼 = 12,5 MPa 

Када се повуку ти правци уочава се угао од 45° у односу на осе (1) 
и (2) (Слика 7.13). У тим равнима нормални напон износи: 

𝜎 =
𝜎𝐴 + 𝜎𝐵

2
= 22,5 MPa ≠ 0 
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8. ЕКСЦЕНТРИЧНО ОПТЕРЕЋЕЊЕ СИЛОМ (ЕКСЦЕНТРИЧНИ 
ПРИТИСАК) 

Задатак 8.1 Вертикални стуб попречног пресека облика 
правоугаоника оптерећен је аксијалном притискујућом силом у 

тачки 𝐷 (Слика 8.1). Скицирати расподелу напона у попречном 
пресеку. 

 

Слика 8.1 Поставка задатка, вертикални стуб оптерећен 
аксијалном ексцентричном силом 

 

Слика 8.2 Ексцентрично оптерећење силом, косо савијање и 
аксијално напрезање 


