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Sažetak—U ovom radu prvo se razmatra jedan mehanički sistem 

gde je u cilju smanjenja neželjenih vibracija primenjen prigušni 
viskoelastični element  tipa Scot-Blair-a frakcionog reda  0<≤1. 

Primenjeno je upravljanje u povratnoj sprezi sa kašnjenjem koji 

uključuje prvi i drugi izvod vektora stanja sa kašnjenjem.  
Posebno, razmatra se slučaj  zatvorenog neutralnog sistema sa 

kašnjenjem frakcionog reda =1/2, gde su dobijeni dovoljni 

uslovi stabilnosti na konačnom vremenskom intervalu. Takođe, 

razmatran je i slucaj potiskivanja samopobudnih (chattering) 

oscilacija u procesu rezanja metala. Predloženo je upravljanje u 

povratnoj sprezi sa kašnjenjem koji uključuje i drugi izvod 

vektora stanja sa kašnjenjem. Formiran je odgovarajući 
kriterijum stabilnosti na konačnom vremenskom inervalu. Na 

kraju, efikasnost predloženog pristupa je ilustrovana na dva 

pogodno izabrana numerička primera. 

Ključne reči- stabilnost na konačnom vremenskom intervalu; 

upravljanje; neutralni sistem sa kašnjenjem; frakcioni račun 

I.  UVOD 

Poznato je da prisustvo vremenskog kašnjenja, bez obzira 
da li je ono prisutno u upravljanju i/ili u stanju dinamičkog 
sistema može da proizvede neželjene prelazne karakteristike pa 
čak i do pojave nestabilnosti, [1],[2]. Prethodno pomenuti 
slučaj veoma je čest kada su u pitanju dinamički sistemi sa 
povratnom spregom, odnosno uočeno je da se to javlja i kod 
određene klase (elektro)-mehaničkih sistema. Naime, u praksi 
je često od posebnog interesa, ne samo ispitivati stabilnost 
sistema po Ljapunovu, već je od daleko većeg značaja utvrditi 
da li trajektorije sistema pri njegovom kretanju u prostoru 
stanja dosežu ili ostaju unutar ranije propisanih granica. Sistem 
može da bude stabilan u smislu Ljapunova a potpuno 
neupotrebljiv sa stanovišta njegovih pokazatelja kretanja u 

prostoru stanja. Tu se u prvom redu misli na neprihvatljivo 
dugo vreme smirenja ili nedozvoljeni preskok. U tom smislu je 
od interesa da se dinamičko ponašanje sistema odnosno 
stabilnost posmatra na konačnom vremenskom intervalu 
(SKVI). Granice do kojih dostiže odziv sistema bilo u 
slobodnom bilo u prinudnom radnom režimu predstavlja 
veoma značajan problem sa inženjersko-tehničke tačke 
gledišta, [2],[3]. 

Nedavno, u literaturi proučavane su klase (elektro)-
mehaničkih sistema čiji se dinamički modeli mogu opisati 
primenom savremene teorije frakcionog računa, (računa 
necelog reda), [4], [5]. Takođe, u radovima  [6],[7] ispitivana je 
i SKVI  frakcionih sistema necelog reda sa kašnjenjem, gde su 
dobijeni dovoljni uslovi stabilnosti SKVI. U radovima [8],[9] 
dobijeni su rezultati koji se odnose na SKVI složenije klase 
sistema tzv. neutralnih frakcionih sistema necelog reda sa 
kašnjenjem koji uključuju i kašnjenje koje se pojavljuje u 
prvom ili višim izvodima vektora  stanja. 

Isto  tako, u naprednim algoritmima upravljanja u povratnoj 
sprezi sa kašnjenjem sve su više zastupljeni slučajevi koji 
uključuju  drugi i viši izvodi vektora stanja sa kašnjenjem gde 
se koriste prednosti takvog upravljanja u smanjenju neželjenih 
vibracija [10]. Sa druge strane, zakasneli signal u povratnoj 
sprezi sa kašnjenjem može se tumačiti kao i kvalitetna 
predikcija trenutne pozicije, brzine i ubrzanja na osnovu 
njihovih zakasnelih vrednosti, [11],[12]. 

Predmet ovog rada je analiza stabilnosti SKVI za dva 
mehanička sistema necelog i celog reda gde je primenjeno 
upravljanje u povratnoj sprezi sa kašnjenjem diferencijalnog 
tipa koji uključuje prvi i drugi izvod celog reda (DD2 tip)  i 
proporcionalno-diferencijalni sa drugim izvodom tip (PD2 
tip). Osim uspešnog potiskivanja neželjenih vibracija u 
sistemu cilj je odrediti nove kriterijumie stabilnosti SKVI.  
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II. STABILNOST JEDNOG MEHANIČKOG PRIGUŠNOG 
SISTEMA  SA KAŠNJENJEM 

A. Model mehaničkog prigušnog sistema necelog reda  
Dosta se često u inženjerstvu i tehnici sreće slučaj 

prigušnog mehaničkog sistema sa oprugom i prigušnog 
elementa sa jednim stepenom slobode koji je potvrgnut 
harmonijskom pobudnom silom,[13],[14]. Ovde se razmatra 
slučaj gde je prigušni element sastavljen od viskoelastičnog 
materijala koji ima za cilj da smanji smanjenje neželjnih 
vibracija u datom sistemu. Posebno ovde se razmatra 
viskoelastični element koji se može opisati sa tzv. Skot-
Blerovim (Scot-Blair) modelom [15], (sl.1) koji pretpostavlja 
da je prigušenje proporcionalno necelom (frakcionom) redu 
izvoda promenljive pomeranja. 

 

 

 

 

 

 

Slika 1.  Frakcioni mehanički prigušni sistem sa prigušnim viskoelastičnim 
materijalom 

 

Prema tome, generalizovani model prigušnog mehaničkog 
sistema pod dejstvom harmonijske pobude i upravljanja je dat 
sa: 

         0 sinc
tmx t c D x t kx t u t f t
     

gde je sa  , 0 1c
tD x t
    označen frakcioni Kaputov 

(Caputo) izvod koji je definisan sa [4]:                                 
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Kao što je predočeno u uvodnom delu prednosti uvođenja 
člana u povratnoj sprezi koji je dat u vidu drugog izvoda 
veličine stanja koja uključuje kašnjenje tj. ovde je primenjeno 
u cilju prigušenja neželjenih vibracija upravljanje u povratnoj 
sprezi koja uključuje članove vektora stanja sa kašnjenjem sa 
prvim i drugim izvodom    ,x t x t    respektivno, tj. 

upravljanje je DD2 tip celog reda: 

     ,v au t k x t k x t                       

Odgovarajući zatvoreni sistem je dat u vidu neutralnog 

sistema necelog reda sa kašnjenjem oblika: 

           0 sinc
a v tmx t k x t k x t c D x t kx t f t

        

 

Posebno, u cilju jednostavnosti i ilustracije samog pristupa bez 
gubitka opstosti, ovde se razmatra slučaj sistema kada je 

neceli red 1/ 2  , gde se uvode veličine pseudo stanja na 
sledeći način:  
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gde se zamenom u (3)  dobija, [3]: 
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Ako se uvedu sledeći vektori koji su oblika: 

         1 2 3, , , ,
T

x t x t x t x t x t    ,      0,0,0, sin
T

of t f t,      

zatvoreni sistem (3) se može prikazati sada kao jedan neutralni 
frakcioni sistem necelog reda sa kašnjenjem oblika: 

         1 2 3
c c

t tD x t A x t A x t А D x t f t        (7) 

gde su matrice sistema 1 2 3, ,A A A definisane sa:  
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sa odgovarajućom početnom funkcijom oblika: 

      , ,0 .xt t t   x ψ  (9) 
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B. Stabilnost na konačnom vremenskom intervalu  
mehaničkog prigušnog sistema necelog reda 

Ovde je od interesa ispitati stabilnost na konačnom 
vremenskom intervalu (SKVI) zatvorenog sistema (7) u 

prisistvu poremećaja oblika  0 sinf t . Pre toga, navodi se 

sledeća definicija SKVI. 

Definicija 1. [2],[3] Neutralni sistem sa kašnjenjem necelog 
reda dat sa (6), koji zadovoljava početnu funkciju (8) je 
stabilan na konačnom vremenskom intervalu u odnosu na  

  0, , , , ,t J   ,  ako i samo ako je  

  , .x C
t t J     ψ x   (10) 

Grafička ilustracija prethodne definicije, data je na sl. 2 

 

 

 

Slika 2.  Grafička ilustracija prethodne definicije 

Formuliše se sledeća teorema kojom je određen novi 
kriterijum stabilnosti SKVI. 

Teorema 1. Neutralni sistem kašnjenja (7) koji zadovoljava 
početnu funkciju (9) je stabilan na konačnom vremenskom 
intervalu u odnosu na   0, , , , ,t J   ,  ako je ispunjen 

sledeći uslov: 
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gde su /o of f   , 1 2a а а   , 3 1а   a E  predstavlja 

Mitag-Lefrevovu funkciju, a    gama funkciju. 

Dokaz: Rešenje neutralnog frakcionog sistema necelog reda 
(7) je dat u vidu ekvivalentne Volterove integralne jednačine 
(    x t x t ): 
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 Primenom norme  .  na (12) može se dobiti procena rešenja 
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Dalje, uvodi se sledeća promenljiva 
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Isto tako, u važnosti je  i                                                      (15) 

         1 2 1 2 0A t A t f t a t a t f       x x x x   

Na osnovu  (14), (1) i zamenom u (13)  sledi, 

, 1,2,3i ia A i  :                                                            (16) 
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odnosno uzimajući  da je 1 2a а а   , 3 1а   sledi: 
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Uvodi se sledeća neopadajuća funkcija  t na  0 0,J T  
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 tako da se (17) dobija kao: 
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Primenjujući generalizovanu Gronvalovu nejednakost [16] na 
(19) ima se:                                                                           (20) 
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Imaju ći u vidu  definiciju i kriterijum stabilnosti (10) konačno 
se dobija da je   , .t t J  x  Specijalno, za 

1/ 2  dobija se sledeći kriterijum stabilnosti za sistem (6),  
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III. STABILNOST SISTEMA UPRAVLJANJA U PROCESU 

POTISKIVANJA SAMOPOBUDNIH (CHATTERING) OSCILACIJA U 

PROCESU REZANJA METALA. 

C. Mehanički model samopobudnih oscijalcija u procesu 

rezanja metala 

U sadašnjoj proizvodnoj industriji, samopobudne oscilacije 
igraju važnu ulogu, jer su jedno od glavnih ograničenja u 
sposobnosti rezanja mašina alatki. Samopobudne oscilacije 
nastaju interakcijom alat/obradak i izazivaju lošu završnu 
obradu površine, prekomerno habanje alata, dimenzionalnu 
tačnost radnog predmeta, vek trajanja alata, pa čak i vek 
mašine. Značajan broj istraživanja je bio urađen na raznim 
mehanizmima i karakteristikama chattering fenomena, [17]. 

Fundamentalnu teoriju samopobudnih oscilacija razvili su 
autori [18],[19], koji su identifikovali regenerativni efekat kao 
glavni mehanizam samopobude,sl.3. Kasnije je autor Merit 
[20] predstavio sistematsku teoriju za analizu stabilnosti 
koristeći teoriju upravljanja povratnom spregom.  

 

Slika 3.  Samopobudne oscilacije  u procesu ortogonalnog rezanja 

 

Rešavanje problema potiskivanja samopobude preko pogona 
nije trivijalna. Pre svega, trebalo bi ubrzanje blizu vrha alata 
biti izmereni ili procenjeni. Pri tome, signal ubrzanja je 
potrebno filtirati u cilju izdvajanja korisnog signala i 

eliminisanje šuma primenom analognog Buttervorto-vog filtra 
2 reda se mogu resiti prethodni zadaci.  

Dakle, u dizajnu robusnog i stabilnog kontrolera za mašinu 
koja se koristi u procesu rezanja metala i ovde se predlaže i 
uvodi zakasneli singal ubrzanja u povratnoj sprezi. 
Upravljanje u povratnoj sprezi zasnovanoj na zakasnelom 
signalu ubrzanja (Delayed Acceleration Feedback) u cilju 
potiskivanja samopobudnih oscilacija je nedavno uvedeno i 
predlozeno od strane autora  [21]. 

Sa druge strane, na upravljanje povratnom spregom može 
imati negativne efekte zbog inherentnog kašnjenja kontrolera, 
energetske elektronike i aktuatora. Tako, kašnjenje koje unosi 
sam kontroler se može uzeti da je jednako periodu 
semplovanja (Ts) [22],[23]. Isto tako, sistem sastavljen od 
aktuatora i njegove energetske elektronike dodaje još jedno 
kašnjenje akt  vezano za njegov propusni opseg, koji se može 
unapred identifikovati [24]. 

U nekim slučajevima, zbir ovih kašnjenja je prevelik da bi 
se zanemario i strategije upravljanja ne funkcionišu ispravno 
ako se ova kašnjenja ne kompezuju. Međutim, ukupno 
kašnjenje je obično manje od 𝜏 kašnjenja usled perioda 
okretanja obradka. Dakle, ako je poznata tačna vrednost 
kašnjenja, ona se može kompenzovati korišćenjem sledećeg 
izraza u algoritmu upravljanja u povratnoj sprezi sa 

kašnjenjem fd :  

    fd s aktT                            (22) 

Odgovarajuća diferencijalna jednačina koja opisuje  ponašanje 
razmatranog sistema je: 

       mx t cx t kx t u t   

gde je upravljanje sada oblika, PD2 tipa: 

     p fd a fdu t k x t k x t      

atvoreni sistem upravljanja je opisan sa neutralnom 
jednačinom sa kašnjenjem celog reda, tj.  

         p fd a fdmx t cx t kx t k x t k x t         (25) 

odnosno:                                                                              (26) 
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p a
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k kk c
x t x t x t x t x t

m m m m

a x t a x t a x t a x t

 

 

       

        
 

sa pridruženim početnim funkcijama:                                 (27) 

       , ,0 , , ,0 ,x fd x fdt t t t t t             x ψ x    
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D.  Stabilnost na konačnom vremenskom intervalu  
mehaničkog prigušnog sistema celog reda -proces rezanja 

Takođe i ovde se ispituje stabilnost na konačnom 
vremenskom intervalu (SKVI) zatvorenog sistema (26). Pre 
toga, navodi se sledeća definicija SKVI. 

Definicija 2.  [3], Neutralni sistem sa kašnjenjem celog reda 
dat sa (26), koja zadovoljava početne funkcije (27) je stabilan 
na konačnom vremenskom intervalu u odnosu na 

  0, , , , ,t J   ,  ako i samo ako je:  

     , , ,t J t t J        x             (28) 

gde je  max ,
C C

   i ,  su pozitivne konstante. 

Sledećom teoremom dobijeni su dovoljni uslovi stabilnosti 
SKVI. 

Teorema 2.  Neutralni sistem sa kašnjenjem celog  reda dat sa 
(26), koja zadovoljava početne funkcije (26) je stabilan SKVI  

u odnosu na     0, , , , ,t J   ,   ako i samo ako je 

ispunjen sledeći uslov:                                                         (29) 

       2
4 3 4

4

1
1 1 / 1

1
а t a t exp a t t a

a


       


gde su  , 1,2,3,4i ia a i    1 2 3a a a a     i  4 1a  . 

Dokaz:  Ovde se dokaz  izostavlja a sam postupak dokaza koji 
je sličan dokazu koji se  može naći u [3]. 

Primedba 1. U [23] je pokazano da je potreban uslov 

stabilnosti je da je ispunjeno 1ak

m
  a što se u našem slučaju 

svodi  4 41 . 1 0a tj a    koji  figuriše u kriterijumu 
stabilnosti.  

 

IV. NUMERIČKI PRIMERI 

Razmatra se sledeći frakcioni prigušeni prinudni oscillator  (1) 

gde su: masa sistema 2 ,m kg prigušenje sistema 

0.8 / ,c kg s krutost sistema 28 / m ,k N  1,vk   0.2ak  , 

0.1sec  , gde je ispunjen uslov ograničenosti koeficijenta 
prigušenja 0 ≤ ξ ≤ 0.2, kao i da je sopstvena kružna 
frekvencija u opsegu 00.5 100  , [26].  

Odgovarajući  zatvoreni sistem upravljanja je 1/ 2  dat sa: 

         1/2 1/2
1 2 3

c c
t tD x t A x t A x t А D x t f t       (30) 

gde su matrice sistema 1 2 3, ,A A A definisane sa:    
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sa  odgovarajućom početnom funkcijom oblika: 

     0.01, 0.1,0t t  x                      (31) 

i    0,0,0,0.05sin 10
T

f t t     

Odgovarajuće  norme matrica su sada: 1 1 4.4a A  , 

2 2 0.5a A  , 3 3 0.1a A   kao i 

 1 2 3 4.9a a a a     Kako je  max 0.01
C

     

usvajanjem 0.02 0.01     i 50   može se na osnovu 
datog kriterijuma (21) dobiti  estimovano vreme stabilnosti 

SKVI 0.234seceT  . Uočava se da je dobijeni kriterijum 

SKVI (21) nezavistan od vremenskog kasnjenja.  

Drugi primer  koji se ovde prikazuje se odnosi na potiskivanje 
samopobudnih oscilacija u procesu rezanja metala  opisan sa: 

         p a
fd fd

k kk c
x t x t x t x t x t

m m m m
         (32) 

i gde su dati sledeći podaci: ekv. masa sistema 20 ,m kg  

ekv.prigušenje sistema 100 /c kg s , ekv. krutost sistema 

2 25 10 / mk N  , 10,pk  5ak  , 0.1secfd  , odnosno 

           25 0.5 0.1 5 0.25 fdx t x t x t x t x t          (33) 

uz poznate početne funkcije  

          0.01, 0.1,0 , 0, 0.1,0 ,t t t t     x x       (34) 

Uočava se   da je uslov  4 1a   ispunjen  tj. 
5

1
20

ak

m
   , i 

 1 2 3 30.5.a a a a     Kako je  max , 0.01
C C

     

i usvajanjem 0.02 0.01      kao i 100   može se na 
osnovu datog kriterijuma (28) izračunati estimovano vreme 

stabilnosti na SKVI 0.145seceT  . Isto tako, dobijeni 

kriterijum stabilnosti SKVI je nezavistan od vremenskog 
kasnjenja. Dalja istraživanja biće usmerena da dobijanje 
kriterijuma  stabilnosti zavisnih od vremenskog kašnjenja.  

V. ZAKLJUČAK 

Uočava se da u određenim slučajevima opravdano 
korišćenje upravljanja u povratnoj sprezi sa kašnjenjem koji 
uključuje i drugi izvod vektora stanja sa kašnjenjem gde se 
koriste prednosti takvog upravljanja u smanjenju neželjenih 
kao i samopobudnih oscilacija u elektro-mehaničkim 
sistemima. Rešavanje pitanja stabilnosti, gde je posebna 
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pažnja bila usmerena na stabilnost na konačnom vremenskom 
interval, je uspešno sprovedena i to prvo za klasu frakcionog 

mehaničkog sistema necelog reda 0<≤1 sa kašnjenjem koji je 
bio predstavljen u vidu jednog neutralnog frakcionog sistema 

necelog reda =1/2 sa kašnjenjem. Takođe, proučavan je  
slucaj potiskivanja samopobudnih oscilacija u procesu rezanja 
metala. Predloženo je upravljanje u povratnoj sprezi sa 
kašnjenjem koji uključuje i drugi izvod vektora stanja sa 
kašnjenjem. Za oba sistema formirani su odgovarajući 
kriterijum stabilnosti na konačnom vremenskom inervalu. 
Efikasnost procedure ispitivanja stabilnosti SKVI je potvrđena 
na dva numerička primera. 
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ABSTRACT 

First, a mechanical system is considered where, in order to 
reduce unwanted vibrations, a damping viscoelastic element of 
the Scot-Blair type with a fractional order of 0 1  is 

applied. Delayed feedback control involving the first and 
second derivatives of the state vector with delay is applied. In 
particular, the case of a closed neutral system with a delay of 

fractional order 1/ 2  is considered, where sufficient 

stability conditions are obtained at a finite time interval. Also, 
the case of suppressing chattering oscillations in the metal 
cutting process is considered. A delay feedback control 
involving the second derivative of the state vector with delay is 
proposed. A suitable criterion of stability at the final time 
interval was formed. Finally, the effectiveness of the proposed 
approach is illustrated in two conveniently chosen numerical 
examples. 
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