
 

UNIVERZITET U BEOGRADU  
MA[INSKI FAKULTET - BEOGRAD 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

UGLJE[A S. BUGARI] 
 
 
 
 
 
 

MODELIRANJE NESTACIONARNOG RE@IMA RADA 
SISTEMA MEHANIZOVANOG TRANSPORTA PRIMENOM 

TEORIJE REDOVA 
 
 

- DOKTORSKA DISERTACIJA - 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

BEOGRAD, 2002. 



II 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Mentor:  dr Slobodan To{i}, redovni profesor 
     Ma{inski fakultet - Beograd 
 
 

^lanovi komisije: dr Josif Vukovi}, redovni profesor 
     Ma{inski fakultet - Beograd 
 
     dr Sr|an Bo{njak, vanredni profesor 
     Ma{inski fakultet - Beograd 
 

   dr Ljubomir Proti}, redovni profesor 
     Matemati~ki fakultet - Beograd 
 

   dr Milivoj Klarin, redovni profesor 
     Ma{inski fakultet - Beograd 
 
 
 
 
 
 

Datum odbrane: _________________ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



III 

MODELIRANJE NESTACIONARNOG RE@IMA RADA SISTEMA 
MEHANIZOVANOG TRANSPORTA PRIMENOM TEORIJE REDOVA 

 
 

U radu je razvijena metodologija za analizu rada jednopozicionih transportnih 
ma{ina (ure|aja), koja sadr`i proceduru za ta~nije (optimalno) odre|ivanje vremena 
trajanja srednjeg radnog ciklusa kao i proceduru za analizu parametara tehnolo{ke 
funkcije transportnog ure|aja (sistema) u stacionarnom odnosno nestacionarnom re`imu 
rada. 
 U radu je prikazana analiza nestacionarnog i stacionarnog re`ima rada pojedinih 
ure|aja mehanizovanog transporta (sistema) i to: visokoregalne dizalice i lifta. Analiziran 
je nestacionarni ra`im rada, posmatranih ure|aja, izazvan po~etnim uslovima tj. 
popunjenosti sistema na po~etku rada. Analiziran je slu~aj kada je sistem na po~etku rada 
prazan.  
 Ve}ina ure|aja mehanizovanog transporta, pa tako i visokoregalna dizalica i lift, 
rade na principu ciklusa. Optimalno vreme trajanja ciklusa opslu`ivanja visokoregalnom 
dizalicom i liftom odre|eno je primenom Pontrjaginovog principa maksimuma.  
 Analiza rada liftovskog postrojenja u nestacionarnom i stacionarnom re`imu rada 
vr{ena je primenom jednokanalnog modela teorije redova (sistema opslu`ivanja) sa 
pojedina~nim dolaskom jedinica, grupnim opslu`ivanjem jedinica i ograni~enim brojem 
mesta u sistemu.  
 Sve ve}a primena ra~unara pri upravljanju radom visokoregalnih dizalica, u smislu 
minimalnog vremena trajanja ciklusa uskladi{tenja/iskladi{tenja, dovela je do toga da se 
rad visokoregalne dizalice mo`e analizirati promenom jednokanalnog modela teorije 
redova (sistema opslu`ivanja) sa ograni~enim bojem mesta u redu. 
 Re{enja sistema diferencijalnih jedna~ina, koji opisuju promenu, u vremenu, 
verovatno}a stanja primenjenih modela, u slu~aju modela koji opisuje rad lifta dobijena 
su primenom numeri~kih metoda, dok je u slu~aju modela koji opisuje rad visokoregalne 
dizalice re{enje dobijeno analiti~ki.  
 Dato analiti~ko re{enje sistema diferencijalnih jedna~ina jednokanalnog sistema 
teorije redova sa ograni~enim brojem mesta u redu, predstavlja originalan postupak 
re{avanja sistema diferencijalnih jedna~ina u op{tem slu~aju. U sklopu re{avanja datog 
sistema diferencijalnih jedna~ina prikazan je i postupak odre|ivanja integracionih 
konstanti u zavisnosti od proizvoljnih po~etnih uslova. Transformacija izraza za 
vremenski zavisne verovatno}e stanja u slu~aju kada broj mesta u redu te`i beskona~nosti 
tako|e je prikazan. 
 Analiza rada liftovskog postrojenja vr{ena je za konfiguracije sistema sa 
maksimalnom veli~inom grupe koja se opslu`uje od 5, 8 i 10 putnika i brojem mesta u 
sistemu jednakim po~ev{i od veli~ine grupe pa do dvostruke veli~ine grupe koja se 
opslu`uje. 
 Analiza rada visokoregalne dizalice vr{ena je za konfiguracije sistema sa razli~itim 
brojem mesta u redu u to od 0 do 10.  
 Rezultati analize, i u jednom i u drugom slu~aju dati su u obliku dijagrama u 
zavisnosti od koeficijenta optere}enja sistema. Rezultati analize predstavljaju vreme 
trajanja nestacionarnog re`ima, kao i promenu posmatranih karakteristika modela 
(performansi realnog sistema) u stacionarnom i nestacionarnom re`imu kao i njihove 
relativna razlike.  
 
 
Klju~ne re~i: sistemski prilaz, teorija redova, optimizacija, visokoregalna dizalica, lift. 
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MODELLING OF NON-STATIONARY WORK REGIMES OF 
TRANSPORTATION SYSTEMS DEVICES USING QUEUEING THEORY 

 
 

The author's Ph.D. thesis develops a new methodology for analysis of work of 
single position transport machines (devices), which contain procedure for obtaining most 
precise (optimal) duration of average working cycle as well as procedure for analyze of 
technological function parameters of transport machines (devices) in non-stationary and 
stationary work regimes. 
 The author's Ph.D. thesis shows the analysis of non-stationary and stationary work 
regimes of some transport system devices such as: S/R - machines and elevators. Non-
stationary work regime of those devices, caused by initial conditions i.e. number of units 
(customers) in the system at the beginning of work. Case when there is no units 
(customers) in the system at the beginning of work is analyzed. 
 Work of most transportation system devices, as well as S/R - machines and 
elevators, is based on working cycle. Optimal working cycle in the sense of cycle duration 
is obtained by using the Pontryagin's principle of maximum.  
 Analysis of elevator's work in non-stationary and stationary regimes is done by 
using single channel, bulk service model of queueing theory with finite storage (limited 
number of places in the system). 
 Computer application in control process of S/R - machines work in the sense of 
minimal duration of storage/retrieval cycles, enables that work of S/R - machine can be 
analyzed by using single channel model of queueing theory with finite storage (limited 
number of places in the queue). 
 Time dependent state probabilities, which are solutions of differential equations 
systems, in the case of used model for elevator work analyze are obtained by application 
of numerical methods, while in the case of used model for analyze of S/R - machine work 
are obtained in analytical way. 
 Given analytical solution of differential equation system of single channel model 
of queueing theory with finite storage, represents genuine procedure in the field of 
solutions of differential equations in the general case. As the part of given solution, 
procedure of determining the integration constants according to initial conditions is also 
given. Transformation of expressions for time dependent probabilities, when number of 
places in the queue transients to infinity is also shown.  
 Analyze of elevator's work is done for system configurations with maximal bulk 
size of 5, 8 and 10 customers (passengers) and the number of places in the system from 
equal to bulk size to double bulk size.  
 Analyze of S/R - machine work is done for system configurations with different 
number of places in the queue from 0 to 10. 
 Results of analyze, in both cases are shown on diagrams as the function of system 
offered load. Results of analyze are duration of non-stationary regime, change of 
observed characteristic of used models (system performances) in stationary and non-
stationary regime of work, as well as their relative difference. 
 
 
Keywords: systems approach, queueing theory, optimization, S/R - machine, elevator. 
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PREGLED KORI[]ENIH OZNAKA 
 
a - ubrzanje, 
Ai, Bi, Ci, Di, Ei, Fi, Gi, - integracione konstante, 

j,iB  - konstante, 

brsim - broj simulacionih eksperimenata (generisanih cikusa), 

ic  - proizvoljne konstante, 
cz - srednji broj zauzetih kanala za opslu`ivanje,  
dh - rastojanje izme|u dve susedne odredi{ne stanice putnika u kabini,  
dint - du`ina intervala za histograme apsolutne i relativne u~estanosti stanja sistema, 
Ei - i-to stanje sistema, 
Ek - kineti~ka energija, 
Ep - potencijalna energija, 
fi(t) - gustina raspodele vremena koje proces provede u stanju Ei, 
Fx - pogonska sila VRD u horizontalnom (x) pravcu, 
Fy - pogonska sila VRD u vertikalnom (y) pravcu, 
H - optimizaciona funkcija, 
h - visina dizanja lifta, 
H(s,t) - tranziciona matrica, 
h(t) - funkcija ~iji je argument dodatno vreme, 
hx - put u x pravcu koju treba ostvariti, 
hy - put u y pravcu koju treba ostvariti, 
In(x) - modifikovana Beselova funkcija prve vrste reda n, 
ir - prenosni odnos reduktora, 
j - trzaj; izvod ubrzanja po vremenu, 
Jem - moment inercije rotora elektromotora, 
Jk - moment inercije dobo{a, 
K - ograni~enje ubrzanja po apsolutnoj vrednosti, 
L, H - du`ina i visina regala, 
Li - konstante, 
m - kapacitet reda, 
M - ograni~enje trzaja po apsolutnoj vrednosti, 
m1 - mase svih ~vrsto povezanih ili pokretnih delova i pogonskih mehanizama VRD, 
m2 - masa tereta i palete, mase delova za prihvat i no{enje tereta VRD, 
mk - masa kabine lifta, 
Mp - pogonski moment 
mt - masa kontratega, 
N - broj spratova zgrade, 
n - maksimalni broj jedinica u sistemu, 
Nw - srednji broj jedinica u redu, 
Nws - srednji broj jedinica u sistemu,  
P - nosivost kabine, ljudi, 
pij(s,t) - verovatno}a prelaska sistema iz stanja i u trenutku s u stanje j u trenutku t, 
pj - relativna u~estanost (verovatno}a) j-tog stanja sistema u zavisnosti od vremena, 
pi - i-ta verovatno}a stanja sistema u stacionarnom re`imu, 
pj(t) - verovatno}a da }e se sistem (proces) na}i u trenutku t u stanju Ej, 
Pk - trenutni broj putnika u kabini, 
Pops - verovatno}a opslu`ivanja,  
Ppr - verovatno}a postojanja reda,  



IX 

j,ip  - osnovni sistem partikularnih re{enja (integrala), 

ip  - osrednjena verovatno}a i-tog stanja na intervalu 0, tstac, 

wswswwprzops t,Nt,N,P,c,P  - osrednjene vrednosti karakteristika na intervalu 0, tstac, 

Q - nosivost kabine, kg, 
Q(s) - matrica intenziteta prelaska (tranzicije), 
QM - generalisana sila od pogonskog momenta lifta, 
Qmg - generalisana sila izazvana silom zemljine te`e, 
Qy - ukupna generalisana sila, 
r - maksimalna veli~ina grupe koja se mo`e jednovremeno opslu`iti, 
R - polupre~nik dobo{a, 
R(n) - konstanta u zavisnosti od n, 
rk - re{enja karakteristi~ne jedna~ine, 
s - vreme koje je proces ve} proveo u teku}em stanju, 
SL - slu~ajan broj generisan po ravnomernoj raspodeli u intevalu od 0 do 1, 
Sp - pre|eni put u toku pozicioniranja, 
Spratj - odredi{na stanica (sprat) j-tog putnika u kabini, 
Stanje - stanje kanala za opslu`ivanje, "^" - ~ekanje, "R" - rad, 
t - dodatno vreme (deo do ukupnog vremena koje }e proces provesti u teku}em stanju), 
tb - vreme potrebno za otvaranje ko~nice,  
Tc - vreme trajanja ciklusa VRD, 
td/s - vreme dizanja/spu{tanja palete, 
tdolj - vremenski trenutak dolaska nove jedinice u sistem, 
tf - vreme dr`anja otvorenih vrata posle presecanja svetlosnog zraka foto}elije,  
tiz - vreme potrebno za izlazak putnika iz lifta,  
tk - optimalno vreme trajanja ciklusa ure|aja mehanizovanog transporta, 

21 P,P
kot  - optimalno vreme kretanja VRD, izme|u dve lokacije P1(x1,y1) i P2(x2,y2), 

tkrit - vremenski trenutak promene stanja kanala za opslu`ivanje, 
tkx - vreme kretanja VRD u x pravcu, 
tky - vreme kretanja VRD u u pravcu, 
tops - vreme trajanja opslu`ivanja, 
tov- vreme potrebno za otvaranje vrata,  
tp - vreme pozicioniranja VRD za zahvatanje/odlaganje palete, 
tsim - vreme trajanja simulacionog eksperimenta, 
tstac - vreme dostizanja stacionarnog re`ima, 
ttel - vreme teleskopiranja, 
tuk/is - vreme potrebno za kontrolu funkcija i uklju~enje/isklu~enje, 
tul - vreme potrebno za ulazak putnika u lift,  
tw - srednje vreme koje jedinica provede u redu,  
tws - srednje vreme koje jedinica provede u sistemu, 
tzv - vreme potrebno za zavaranje vrata,  
uo - optimalno upravljanje, 
v - brzina, 
V* - maksimalna brzina,  
Vp - brzina pozicioniranja, 
Vx - maksimalna brzina kretanja VRD u horizontalnom pravcu, 
Vy - maksimalna brzina kretanja VRD u vertiklanom pravcu 
x - horizontalni pravac kretanja VRD, 
Xj - apsolutna u~estanost j-tog stanja sistema u zavisnosti od vremena, 
Xsist - vektor stanja sistema za svaki simulacioni eksperiment u zavisnosti od vremena, 



X 

y - vertikalni pravac kretanja VRD (lifta), 
 - apsolutna razlika verovatno}a stanja, 
 - intenzitet dolaznog toka, 

)t(eff  - int. dolaznog toka jedinica koje se opslu`e u sistemu u zavisnosti od vremena, 
eff - intenzitet dolaznog toka jedinica koje se opslu`e u sistemu, 
 - intenzitet opslu`ivanja, 
 - optere}enje sistema, 
 - relativna razlika verovatnoca stanja,  
 - ugao obrtanja dobo{a, 
(x) - gama funkcija argumenta x, 
i - vreme trajanja i-te etape kretanja ure|aja mehanizovanog transporta. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


