Inzenjerska praksa

-
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Istorijski razvoj Darsi-Vaisbahove jednacine za ot-
por strujanju fluida kroz cevovode

¢lanku je prikazan istorijski razvoj Darsi-Vaisbahove
U jednacine za otpor strujanju fluida kroz cevovode. Dat

je kratki pregled evolucije izraCunavanja koeficijenta
trenja kroz doprinose niza istrazivaca i inZenjera.

uvoD

Za potrebe inZenjerskih prorac¢una hidraulike cevovoda i
kanala neophodno je poznavanje veze izmedu protoka, pri-
tiska, temperature i vrste fluida (¢ime su definisana i njego-
va svojstva) i dimenzija strujnog kanala (precnik cevovo-
da, itd.) i drugih karakteristika cevovoda (materijal, stanje
povrsine, itd.).

Ono §to se u danasnje vreme naziva Darsi-Vaisbahova
jednacina u kombinaciji sa Mudijevim dijagramom (slika
1) je opste prihvacen metod za izracunavanje gubitaka en-

1

ergije usled strujanja fluida kroz cevovode. U kombinaciji
sa jednaCinom kontinuiteta, energijskom jednacCinom i
jednacinama ili podacima u vezi lokalnih otpora, dobija se
zatvoreni sistem jednacina pomocu koga se mogu sprovodi-
ti konkretni hidraulicki proracuni cevovoda, kanala, itd.

Ovaj sistem jednacina daje odgovore na pitanja kao §to
su: koliki je transportni kapacitet naftovoda ili gasovoda,
koliki treba da je pre¢nik cevovoda za odgovarajuéi pro-
tok vode kroz toplovod, ili koliki je pad pritiska u venti-
lacionom kanalu. Jednom recju, kombinacija Darsi-Vais-
bahove jednacine i Mudijevog dijagrama je neophodna za
odgovore koje inzenjeri treba da pruze kod sistema za trans-
port fluida.

Darsi-Vaisbahova jednacina je imala dug razvoj, zapocet
u 18. veku, a koji se nastavlja do danasnjih dana. Iako je
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jednacina nazvana po prezimenima dva velika inZenjera 19.
veka, mnogi drugi su takode imali zna¢ajan doprinos u njen-
om razvoju i u ovom tekstu ¢emo pokusati da prikazemo
razvoj jednacine, kao i da ukratko predstavimo pojedinacne
doprinose vaznijih inZenjera i naucnika koji su ostavili
znacajan rad u ovoj oblasti. Kao i u bilo kom drugom is-
torijskom pregledu neke teme, mnogi istrazivaci od man-
jeg znacaja nece biti pomenuti. Takode, u tekstu se koristi
sistem oznaka koji je u danas$nje vreme opste prihvacen, a
koji se razlikuje od oznacavanja u originalnim radovima
istrazivaca koji ¢e biti citirani.

2 PREGLED ZNANjA U OBLASTI OTPORA STRU-
JANjU FLUIDA DO SREDINE 19. VEKA - VAISBAHO-
VOG RADA

Koris¢enje vode za domacinstva u ljudskim naseljima, za
potrebe navodnjavanja poljoprivrednih povrsina i pokretanje
mehanickih naprava je razvijeno od strane drevnih naroda.
Prakti¢na znanja iz hidraulike su imali Egip¢ani, i narodi koji
su ziveli u Persiji, Indiji i Kini, zatim Kric¢ani, itd. Grei i Rim-
ljani su pored monumentalnih prakti¢nih primera koris¢enja
vode imali i odredena teorijska saznanja (npr. Apywnong -
Arhimed, KtoiPiog - Tesibije, Hpwv - Heron, itd.). Nakon
propasti Zapadnog dela Romejskog carstva, u Evropi je veci
deo ovih znanja i umeca prakti¢no zaboravljen, dok su znanja
iz oblasti hidraulike sacuvana u Isto¢nom delu Romejskog
carstva, kao i kod drugih naroda na bliskom i dalekom istoku.
O ovim saznanjima mi danas imamo samo posredne podatke,
kroz inZenjerska dostignuca koja su odolela vremenima.

Interesovanje za hidrauliku se ponovo javilo tokom Rene-
sanse, kada i zapocinje razvoj moderne hidraulike. Leonardo
da Vinci (Leonardo da Vinci 1452 - 1519) je primetio da voda
u reci brze tece tamo gde je reka suZena. Pretpostavljajuci
da je protok vode konstantan da Vin¢i zakljuCuje da je
proizvod brzine vode u reci i poprecnog preseka reke kon-
stantna veli¢ina. Ovo zapazanje se u danasnje vreme naziva
jednacina kontinuiteta. Konkretno, da Vin¢i pisao u 1502.
da “reka u svakom delu njene duzine u jednakim vremen-
skim razmacima ima jedenak protok, bez obzira na Sirinu,
dubinu, nagib, hrapavosti 1 zavojitost (krivina)” [2], mada
ga nije matematicki formalizovao. Jednac¢inu kontinuiteta je
formulisao 1628. italijanski monah Benedeto Kasteli (Bene-
detto Castelli 1578-1643) [3]. Mnogi izvori ukazuju da je
ovaj zakon prvi otkrio Heron (grcki inZenjer i matematiCar
iz Aleksandrije, 10 pne. - 70), mnogo vekova pre da Vincija
i Kastelija [4].

Evangelista Toriceli (Evangelista Torricelli 1608 - 1647)
je 1643. uocio da je brzina isticanje tecnosti kroz otvor na
posudi jednaka brzini koju telo postigne u slobodnom padu.
Prema Toricelijevom zakonu, uz zanemarivanje viskoznih
efekata fluida, dolazi se do zakljucka da je brzina isticanja
proporcionalna kvadratnom korenu visine slobodne povrsine
tecnosti u posudi iznad otvora [5]. Kasnije je pokazano da
je Toricelijev zakon specijalni slucaj Bernulijevog principa.

Edme Mariot (Edme Mariotte, 1620 - 1684) je obradio
svojaiskustvau gradenju fontana u[6], opisujuciniz izvrSenih
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eksperimenata. On je izneo tvrdenja da se trenje odigrava
izmedu tekuce vode i zidova (srazmerno okvasenom perime-
tru), te da se povecava brze od brzine vode. Pod brzinom je
smatrao srednju brzinu u strujnom kanalu i nije uocio da se
brzina menja po preseku. Mariot je izgradio prvi vazdusni tu-
nel i u njemu testirao razli¢ite modele opstrujavanja tela [7].
Mariotov spis je privukao veliku paznju i bio je samo jedan
od njegovih glavnih dela koja ¢e biti prevedena na engleski
1 druge jezike. lako ga je u teorijskim osnovama potisnula
Bernulijeva Hidrodinamica iz 1738., Mariotova knjiga je os-
tala standardni prakti¢ni vodi¢ za izgradnju fontana jo§ za
izvesno vreme.

Isak Njutn (Isac Newton, 1642 - 1727) je, prema direkt-
noj analogiji sa Hukovim zakonom, pretpostavio da je tan-
gencijalni napon (o, N/mm ?) u bilo kojoj tacki fluida koji
struji linearno proporcionalan gradijentu brzine upravnom na
smer napona

_, . 9w
gde su:

* w, m/s, brzina strujanja;

*  y,m, 0saupravna na smer strujanja;

* u, Pas, dinamicka viskoznost.

U danasnje vreme se fluidi za koje vazi jednacCina (1)
nazivaju Njutnovski fluidi. Takode, u drugoj knjizi Philoso-
phiae naturalis principia mathematica [8] Njutn razmatra i
kretanje predmeta pri slobodnom padu i ustanovljava da ot-
por vazduha usporava pad. Njutn je otkrio da se pri slobod-
nom padu u nekoj tacki sila otpora vazduha izjednacava sa
silom gravitacije i predmet koji pada prestaje da ubrzava.

Ovaj pregled osnovnih saznanja iz oblasti hidraulike uka-
zuje da su ona bila uglavnom empirijska. U prvoj polovini
18. veka Danijel Bernuli (Daniel Bernoulli, 1700 - 1782),
je u svojoj knjizi [9] iz 1738. postavio jednacinu odrzanja
energije za strujanje neviskoznih fluida: pri stacionarnom
toku fluida suma svih oblika mehanickih energija, u celom
strujnom toku, mora biti jednaka u svima tackama toga polja.
Drugim recima, suma kineticke i potencijalne energije mora
biti medusobno jednaka u svima tackama strujnog polja,
pa se tako Cestice fluida krecu izmedu tacaka sa razlicitim
statickim pritiskom, od viSeg prema nizem. Najveca brzina
je tamo gde je pritisak najnizi, a najmanja je tamo gde je
pritisak najvisi.

Najjednostavniji oblik Bernulijeve jednacine se odnosi na
slucaj kada se gustina fluida moze smatrati konstantnom. Za
prakticne proracune to je slucaj izotermnog strujanja tecnosti.
Sto se tice gasova i kod njih se stigljivost moze zanemariti pri
malim brzinama strujanja.

U slucaju vecine teCnosti, kao 1 gasova koji struje pri
malim Mahovim brojevima, gustina fluida se moZze smatrati
konstantnom (odatle ,,nestisljivih*), bez obzira na varijacije
u pritisku. U ovom slucaju Bernulijeva jednacina ima oblik

2

W7+g~z+%=c0nst (2)
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gde su:

*  p, kg/m?, gustina fluida;

* p, Pa, apsolutni pritisak;

* g, m/s% ubrzanje sile teze;

*  z,m, visinska kota.

Za sti§ljiva strujanja postoje razliciti oblici Bernulijeve
jednacine, a jedan od njih je

2 Y od
w /4
S5t | —7~ t+tg 7= const
2 mf o(p) "8 3)
gde je p, (Pa) pritisak na pocetku strujnog kanala.

U drugoj polovini 18. veka, Zan le Rond Dalamber (Jean
le Rond d’Alambert, 1717 - 1783), Leonard Ojler (Leonhard
Paul Euler, 1707 - 1783) i Zoze Lagranz (Joseph Louis La-
grange, 1736 - 1813) su uspostavilo matematicke teorije stru-
janja tecnosti na opstim principima mehanike. U ¢uvenom
radu [10] iz 1755. Ojler postavlja jednacinu strujanja koja u
modernoj notaciji glasi

w D) = o VP
aT+(W V)W_g 0 (4)

gde 7 predstavlja vreme.

Ova jednacina se kombinuje sa “jednacinom kontinuite-

ta”, koji predstavlja Zakon o odrzanju mase
2

W7+g~z+%=const 5)

Ovi izuzetni teorijski rezultati su imali veoma ogranic¢enu
prakticnu primenu, jer su zanemarivali viskoznost fluida,
odnosno trenje (koncept savrSenog fluida ili neviskozno stru-
janje). Inzenjeri prakticari su tako u velikoj meri odbacivali
ova dostignuca i pocela je da se razvija eksperimentalno ba-
zirana hidraulika, koja je obuhvatala probleme tokova u ot-
vorenim i zatvorenim kanalima, otpor kretanja brodova, tur-
bine, itd.

U istoj eri Klod Kuple (Claude Antoine Couplet, 1642 -
1722), inZenjer koji je projektovao vodovodni sistem u dvorcu
Versaj, izveo je upravo u Versaju prvih 7 savremenih merenja
pada pritiska [11], [12]. Pedesetak godina kasnije Sarl Bosu
(Charles Bossut, 1730 - 1799) je sproveo i objavio detaljnija
1 preciznija merenja (ukupno 26 rezultata) [11], [12], na os-
novu kojih je zakljucio da je otpor strujanju proporcionalan
kvadratu brzine.

1800. Sarl Kulon (Charles Coulomb, 1736 - 1806) je kon-
statovao da je otpor tela potopljenog u struji fluida pri malim
brzinama linearan i da ne zavisi od stanja povrsine tela, a da
je pri velikim brzinama strujanja otpor kvadratni i da zavisi
od toga da li je povrsina tela glatka ili hrapava.

Njegov savremenik Pjer du Bua (Pierre Du Buat, 1734
- 1809), je u svojim uticajnim raspravama o hidraulici dao
jasna mehanicka tumacenja svojih 18 eksperimentalnih rezul-

decembar 2012. PROCESNA TEHNIKA

tata [13]. Za njegove prethodnike sila trenja se javljala samo
izmedu te¢nostiizidova cevi ili kanala. Nasuprot tome, du Bua
je objavio da se u obzir mora uzeti i interakcija samih moleku-
la fluida imajuci u vidu Kulonovu teoriju i istrazivanja. UocCio
je da se brzina strujanja tecnosti povecava sa udaljenos¢u od
zidova, te da je srednja brzina koja se koristi u formulama za
pad pritiska samo imaginarna. Pri analizi merenih rezultata
uzeo je u obzir gubitak pritiska na ulazu u cevi (zbog naglog
povecanja brzine), Cije zanemarivanje je davalo pogresne
analize prethodnih istrazivaca. Takode, dokazao je da trenje u
teCnostima, za razliku od trenja kod ¢vrstih tela, ne zavisi od
pritiska. O stanju u oblasti hidraulike du Bua je napisao “Nase
razumevanje hidraulike je izuzetno ograniceno; koliko god da
je velikih genija radilo u ovoj oblasti tokom dugog vremena,
mi smo jo$ uvek nakon mnogo vekova, u nemogucnosti da ra-
zumemo stvarne zakonitosti strujanja vode; posle 150 godina
jedva da je ustanovljeno, uz pomo¢ eksperimenata, trajanje,
koli¢ina i brzina isticanja vode iz datog otvora.*

Do sredine devetnaestog veka, prakti¢ne formule vezane
za pad pritiska su bile bazirane na podatacima Kuplea, Bosua,
i Du Bua.

Venturi (Giovanni Battista Venturi, 1746 - 1822) je objas-
nio stvaranje vrtloga u tecnostima pod uticajem unutra$njeg
trenja [14]. Venturijev rad je dobio povoljnu ocenu vodec¢ih
francuskih istrazivaca (Bosu, Kulon i Proni) i zajedno sa ra-
dom du Bua i Kulona u oblasti trenja fluida je pomogao da
0zivi staru Njutnovu teoriju trenja izmedu dva sloja te¢nosti.

Gaspar de Proni (Gaspard Clair Frangois Marie Riche de
Prony 1755 - 1839) je 1804. objavio jednacinu [15]

Ap=p~g~%-(a~w+b~wz) (6)

koja je medu inzenjerima za duze vreme u Francuskoj, a i
Sire u Evropi, bila u masovnoj upotrebi. Parametri a i b su bili
striktno empirijski 1 smatra se da Proni nije uocio da su ovi
parametri posledica hrapavosti cevi. Sa w je u daljem tekstu
oznacena srednja brzina strujanja fluida u cevi.

Mnogi istrazivaci su, u prvoj polovini 19. veka, pokusavali
da dodaju ¢lan u Ojlerovu jednacinu (4) koji bi obuhvatio vis-
koznost. 1822. Navie (Claude Louis Marie Henri Navier 1785
- 1836), 1828. Kosi (Augustin - Louis Cauchy 1789 - 1857),
1929. Puason (Siméon Denis Poisson 1781 - 1840) 1 1843.
Sen - Venan (Adhémar Jean Claude Barré de Saint - Venant
1797 - 1886) su predlagali funkciju na osnovu molekularnog
transporta. Stouks (George Gabriel Stokes 1819 — 1903) nije
bio upoznat sa njihovim radom, kada je 1845. objavio svo-
je jednacine koristec¢i se drugacijim pristupom. Konkretno,
Stouks je razvio niz jednacina, danas poznatih kao Navie -
Stouksove jednacine, koje su fundamentalne parcijalne dife-
rencijalne jednacine koje opisuju strujanje nestisljivog fluida.
Jednacine povezuju pritisak i spoljne sila koje deluju na fluid
sa brzinskim poljem.

3 DARSI - VAISBAHOVA JEDNACINA

Gubitak energije fluida izmedu dva preseka cevovoda (1



i 2) usled trenja se, na pravolinijskom cevovodu, pri izoter-
mskom strujanju, moZze kvantifikovati na osnovu jednacine
odrzanja energije

. . 2 . . 2
Ap =<%+pl+p~g-zl>—<%+pl+p~g~Zz> @)

gde je 4p (Pa) pad pritiska usled trenja, a ostale veliCine
su:

* w, m/s, srednja brzina fluida kroz cevovod;

* a, Koriolisov koeficijent.

Koriolisov koeficijent je korekcioni faktor za kineticku
energiju izraCunatu na bazi srednje brzine strujanja. Za
laminarno strujanje je o = 2, dok se za turbulentno strujanje
menja u funkciji Rejnoldsovog broja, kako je prikazano na
dijagramu na slici 2 iz [16].

e

1.0 - A 1 . | 1 A 1 P | i A I
107 [ 105 ¢
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Julius Vaisbah (Julius Ludwig Weisbach 1806 - 1871) je
1845. predloZio jednacinu, za pravolinijske cevovode kon-
stantnog preseka i bez lokalnih otpora, u obliku [17]

2
bp=g 5 ®)

gde su:

» ¢ koeficijent trenja

e L, m, duzina cevovoda

* D, m, unutrasnji pre¢nik cevovoda.

Vaisbah je uz jednacinu (8) dao i izraz za izraCunavanje
koeficijenta trenja u obliku

g+ B
5—0!+\/; )

gde su a i ff parametri koji variraju u zavisnosti od pre¢nika
1 materijala cevovoda. Jednacina (9) je bazirana na relativno
malom broju eksperimentalnih rezultata: 11 eksperimenata
je obavio sam Vaisbah, a 51 merenje je preuzeto od drugih
istrazivaca (Kuple, Bosu, de Bua, de Proni).

~
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Vaisbahova istrazivanja su ostavila dubok trag, tako da
je njegova knjiga [17] ve¢ 1848. prevedena i objavljena u
SAD. Medutim, uticaj Vajsbahovog rada u Francuskoj nije
bio tako ocigledan, iako je ona slovila kao tadasnji centar za
istrazivanja u oblasti hidraulike. Ovo je utoliko ¢udnije, jer
se veruje da se Vaisbah zainteresovao za hidrauliku nakon
posete industrijskoj izlozbi u Parizu 1839. Razlog za ovakav
tretman Vaisbahove jednacine se mozda nalazi u ¢injenici da
je Vaisbah uglavnom koristio podatke francuskih istrazivaca,
te se moglo pretpostaviti da njegova jednacina ne obezbeduje
kvalitetnije rezultate u odnosu Pronijevu jednacinu.

Za razliku od Pronijeve jednacine (6), Vaisbahova
jednacina (8) je dimenziono homogena. Shodno tome ¢& je
bezdimenzioni parametar, Sto nije sluc¢aj Pronijevim pristu-
pom. Sa druge strane, Pronijeva jednaCina je omogucavala
jednostavnije racunanje, jer je zahtevala Sest matematickih
operacija u odnosu na Vaisbahovu jednacinu koja je zahtevala
osam (treba imati u vidu da su se u to vreme proracuni vr§ili
bey pomo¢i ra¢unskih masina). Dobison (Jean - Francois d’
Aubuisson des Voisins 1762 - 1841) [18] je primetio, §to je
ubrzo i postala praksa, da se linearni ¢lan a - w moze zane-
mariti, a da se ne gubi mnogo na preciznosti raCunanja. Na
ovaj nacin je dobijen izraz koji zahteva samo 4 matematicke
operacije i koji podsec¢a na Vaisbahovu jednacinu.

Vaisbah je ocigledno uneo novi pristup, ali treba pomenuti
i Antoana Sezija (Antoine Chézy 1718 - 1798) koji je oko
1770. objavio proporciju vezanu za tok tecnosti kroz otvorene
kanale u obliku

w-OocA-S (10)

gde je O (m) okvaSeni perimetar kanala, 4 (m?) strujni
presek i S (m/m ) nagib kanala. Ako se u Sezijevu jednadinu
(10) uvede koeficijent proporcionalnosti C dobija se

w=c /As

a nakon uvodenja geometrijskih parametara cevovoda
dobija se

(11)

4 L
Ap=pgcpw (12)

VET s a3

Na Zalost Sezijev rad je bio zagubljen do poéetka 19. veka,
kada ga je njegov student Proni objavio i detaljnije opisao.
Zadudo, Francuski istrazivadi nisu nastavili razvoj Sezijeve
jednaéine i veruje se da je Vaisbah upoznao Sezijev rad preko
Pronijeve publikacije [15].

4 LAMINARNO STRUJAN;E

Oko 1830. razlika izmedu strujanja pri malim i velikim
brzinama je postala ocigledna. Nezavisno i gotovo istovre-
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meno, Hagen (Gotthilf Heinrich Ludwig Hagen 1797 - 1884)
i Pouazei (Jean Louis Marie Poiseuille, 1799 - 1869) su dosli
do jednacine strujanja pri malim brzinama u cevima malog
precnika. U savremenoj notaciji njihova jednacina glasi

Ap=64-p L W

pri ¢emu dinamicka viskoznost fluida sami autori nisu
uveli u jednacinu, ve¢ je to ucinjeno kasnije. Poredeci rad
autora jednacine (14), jednostavno re¢eno, Hagenov rad [19]
je bio teorijski sadrzajniji, dok je Pouazei [20] imao obim-
nije eksperimentalne rezultate (vrSio je merenja i sa drugim
teCnostima osim sa vodom). Hagen je uocio je da postoji
brzina strujanja pri kojoj ,,mlaz vode koji istice iz cevi ima
stalni oblik i izgledala kao stakleni Stap, ali ¢im se brzina
poveca preko neke granice mlaz dobija nestabilan oblik.*

Franc Nojman (Franz Ernst Neumann 1798 - 1895) je
teorijski uobli¢io izvodenje Hagen - Pouazejeve jednacine:
usvojio je nultu brzinu na zidu cevi, unutrasnje trenje pro-
porcionalno popreénom gradijentu brzine, izveo kvadratni
brzinski profil, i integraljenjem doSao do konacnog oblika.
Njegov ucenik Hajnrih Jakobson (Heinrich Jacobson, 1826
- 1890) objavio je ovaj dokaz 1860. [21], Eduard Hagenbah
(Eduard Hagenbach, 1833 - 1910) je objavio sli¢no izvodenje
iste godine [22], a Emil Matje (Emile Mathieu, 1835 - 1890)
je 1863. objavio treéi slican dokaz u [23].

Najvazniji aspekt Hagen - Pouazeieve jednacine, gledano
iz danasnje perspektive, je njena preciznost, koja je uvek bila
zadovoljena u slu¢aju malih brzina strujanja u cevovodima
malog precnika. Darsi je primetio slicnost svojih eksperi-
menata pri malim brzinama sa Pouazeievim radom i u [24]
mu je odao pocast.

Ozborn Rejnolds (Osborne Reynolds, 1842 - 1912) je
svojim eksperimentalnim radom dao poseban doprinos
istrazivanju fenomena nagle promene otpora pri odredenoj
brzini strujanja [25]. Ogled je realizovao koriste¢i posudu sa
vodom koja je isticala kroz horizontalnu, providnu cev kon-
stantnog precnika, pri ¢emu je brzinu isticanja vode precizno
regulisao. Radi vizualizacije strujanja vode iz posebnog suda
je ivodio obojeni rastvor u vodeni tok u cevi. Pri malim brz-
inama strujanja vode, obojene Cestice su se kretale aksijalno,
a sa povecanjem brzine strujanja dolazilo je do narusavanja
iskljucivo aksijalnog toka $to se manifestovalo kao rasipanje
obojenih Cestica po kompletnom popre¢nom preseku cevi.
Brzinu pri kojoj je dolazilo do ovog preobrazaja iz lami-
narnog u turbulentno strujanje Rejnolds je nazvao kriti¢na
brzina.

Varirajuéi prec¢nik cevi Rejnolds je uocio da se preobrazaj
laminarnog u turbulentno strujanje, pri konstantnoj temper-
aturi vode, dogada uvek pri istoj vrednosti proizvoda pre¢nika
cevi i brzine strujanja. Pri promeni temperature vode, istoj se
menja gustina i viskoznost, pa se preobrazaj forme strujanja
karakteriSe odnosom parametara, koji se danas naziva Re-
jnoldsov broj

decembar 2012. PROCESNA TEHNIKA

w-D-p
y7i

Re = (15)

Nominalni opseg za laminarno strujanje u cevima je Re
< 2000, dok se turbulentno strujanje odvija pri Re > 4000.
Oblast strujanja u oblasti Re = 2000 + 4000 se naziva kriti¢na
zona (oblast), koju karakteri$u tzv. turbulentne mrlje koje se
naizmenicno pojavljuju i nestaju u strujnom polju i ¢iji in-
tezitet 1 broj raste sa porastom Re broja i u kojoj se ne moze
sa sigurnoSc¢u odrediti karakter strujanja, kao ni pad pritiska.
Po uvodenju Rejnoldsovog broja iz jednacine (14) se dobija
koeficijent trenja u obliku

64
£=Re (16)

Nije poznato ko je doSao prvi do jednacine (16), ali se
smatra da je poznata od pocetka 20. veka.

Treba napomenuti da je prvi bezdimenzioni parametar
w-D/v uveo 1851. Stouks [26] proucavajuci padanje kug-
lice u viskoznom fluidu i to upravo u formi Rejnoldsovog
broja. Takode, Frud (William Froude 1810 - 1879) je 1861.,
proucavajuci stabilnost morskih brodova i najefikasniji oblik
trupa, uspostavio odnos w/,/g-L . Ovaj odnos (danas poznat
kao Frudov broj) je omogucio da se, na osnovu eksperimena-
ta vrSenih na modelima, predvidi ponasanje objekata (brodo-
va) [27]. Na ovaj nacin je prakticno uvedena teorija slicnosti
za reSavanje prakti¢nih problema hidraulike.

5 TURBULENTNO STRUJAN;E

Anri Darsi (Henry Philibert Gaspard Darcy 1803 - 1858)
je 1857. objavio u [24] novi oblik Pronijeve jednacine na os-
novu sopstvenih eksperimenata: 21 cev od livenog gvozda,
stakla, olova, vucenog gvozda, livenog gvozda sa asfaltnim
premazom, pre¢nika od 12 mm do 500 mm. Za veoma veliki
opseg brzina strujanja njegova jednacina za nove cevi je ob-
lika

(a+%)~w+(a'+%)~wz] 17)

za Ciju su primenu parametri a, f§, a" i f” morali da budu
eksperimentalno odredeni.

Za stare i zardale cevi Darsi je utvrdio da jednacina (17)
dobija oblik

L
Mp=0-g 5

Ap = p~g»%-<a" +%)-w2 (18)

pri ¢emu koeficiejnti a” i £ imaju razlicite vrednosti
od onih za nove cevovode. Darsi je definitivno dokazao da
koeficijent trenja zavisi, pored drugih parametara, od odno-
sa hrapavosti povrSine cevi 1 njenog precnika. Zbog ovog
zakljucka, koeficijent trenja se vezuje za Darsija, iako ga on
nije nikada definisao u eksplicitnom obliku. Darsi je, takode,
mereci i analizirajuci brzinski profil u cevima, kao prvi, uka-
zao na postojanje grani¢nog sloja u fluida.



Anri - Emil Bazin (Henri - Emile Bazin 1829 — 1917) [28]
je kao Darsijev sledbenik, nastavio rad i na bazi originalnih,
ali i Darsijevih podataka, postavio jednaCinu koja je imala
slican oblik kao (17) i koja se koristila sve do prvog svetskog
rata.

Dzon Faning (John Thomas Fanning 1837-1911) jeu[29]
prvi kombinovao Vaisbahovu jednacinu (8) sa Darsijevim
procenama koeficijenta trenja. Umesto pokusSaja da uvede
novi algebarski izraz za &, Faning je jednostavno objavio
tabele koeficijenata trenja na osnovu francuskih, americkih,
engleskih i nemackih publikacija, pri cemu je iz Darsijevog
rada [24] koristio najvise podataka. Ideja je bila da inzenjer
jednostavno pronade vrednost za & iz tabele u zavisnosti od
materijala cevi, pre¢nika i brzine. Treba napomenuti da je
Faning koristio poluprecnik cevi umesto njenog prec¢nika, pa
,.Faningov koeficijent trenja“ fiznosi jednu cetvrtinu ,,Darsi-
jevog koeficijenta trenja“

§=4-f (19)

Tomas Stenton (Thomas Edward Stanton 1865 — 1931) je
1911. eksperimentalno pokazao u [30], merenjima brzinskih
profila unutar 2 glatke i 2 hrapave cevi, da je brzinski profil
unutar turbulentnog jezgra prakti¢no jednak u oba slucaja. U
blizini zida cevi hrapavost cevi je imala uticaja na brzinski
profil, Sto je Stenton konstatovao, ali nije dublje analizirao.
Siler (L. Schiller) je u [31] objavio 1923. da prema njegovim
eksperimentima kriticni Rejnoldsov broj ne zavisi od tipa
povrsine, kao i da je kod veoma hrapavih cevi pad pritiska pro-
porcionalan kvadratu brzine, §to znaci da Re nema uticaja na
koeficijent trenja (eksperimentalna aparatura je omogucavala
samo ispitivanja u oblasti Re<50-103).

Fon Mises (Ludwig von Mises) je, imajuci u vidu sve do
1914. poznate podatke, sproveo analizu na osnovu koje je
dosao do jednacine [32]

£=0,0024+,/2-+ \/%

koja je vazila za velike Rejnoldsove brojeve, odnosno do
oblika

£=(0,0024 + /2-£).(1-1000) J1- 1000 8- (21)
D Re /7

za male Rejnoldsove brojeve. Upravo je fon Mises uveo
termin relativna hrapavost koja se definiSe odnosom

_£
R=%

(20)

(22)
gde je ¢ (m) apsolutna hrapavost cevi.

Pocetkom 20-og veka Ludvig Prantl (Ludwig Prandtl
1875 - 1953) i njegovi saradnici Teodor fon Karman (The-
odor von Kérman 1881 - 1963), Pol Rihard Hajnrih Blazijus
(Paul Richard Heinrich Blasius 1883 - 1970) i Johan Niku-
radse (Johann Nikuradse 1894 - 1979) su pokusali da iznadu
adekvatne oblike jednaCine za izraCnavanje koeficijenta

~
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trenja, koriste¢i i tada novu Prantlovu teoriju grani¢nog slo-
ja. Zakljucak ove grupe istrazivanja je bio da se moraju ne-
zavisno posmatrati grani¢ni slucajevi turbulentnog strujanja
u glatkim i1 hrapavim cevima. Glatka cevi su definisane kao
one kod kojih je amplituda povrSinskih nepravilnosti (hrapa-
vost) mala ili zanemarljiva u odnosu na debljinu grani¢nog
sloja. Hrapave cevi se odlikuju amplitudama povrsinskih
nepravilnosti dovoljna visokim da razbijaju granicni sloj
fluida.

Blazijus je primenom teorije sli¢nosti utvrdio da je & funk-
cija Rejnoldsovog broja [33], te je, na osnovu eksperimen-
talnih podataka za glatke cevi u opsegu Re=4-10° +~ 80-103,
dobio jednacinu

0,3164
g = Rel/4

(23)

koja se naziva Blaziusova formula.

Koristec¢i se eksperimentalnim podacima iz [34] u opsegu
Re=3,1-10%+3,2-10°%, Prantl je ustanovio ,,univerzalni zakon
trenja“ za glatke cevi u obliku

%zllog(Rew/g) 0,8=-2- log(R2 Sx/lg> .

1933. Nikuradse je objavio rezultate eksperimena-
ta na veStacki ohrapavljenim cevima u [34]. U oblasti
Re=3,1-10>+10° 1 Rr=0,0394+0,033 Nikuradse je postavio
jednacinu

1 &
7§=—zmgawﬁﬂ4=—lb4&7>

(25
a njegovi eksperimentalni rezultati su prikazani na slici 3.

Nikuradse je hrapavost cevi postizao lepljenjem granu-
lisanog peska (pre¢nik zrna oko 0,8 mm) na cevi prema-
zane lakom. Njegovi eksperimenti su pokazali da koeficijent
trenja kod hrapavih cevi do odredenog Re prati liniju za
glatke cevi, a zatim se postepeno povecava. Nakon dostiza-
nja maksimalne vrednosti koeficijent trenja postaje prakti¢no
nezavisan od Re. Veliki deo kasnijih istrazivanja je potvrdio
ovakvo ponasanje, koje se u danasnje vreme naziva ,,inflek-
ciono ponasanje®, pa je postalo uobic¢ajeno da se na osnovu
Nikuradseove jednacine (25) odreduje ekvivalentna hrapa-
vost povrsine cevi.

Jednacine (24) i (25) se obi¢no nazivaju Prantl - Karman
- Nikuradse jednacine (odnosno skra¢eno PKN jednacine) i
na bazi rada ove trojice istrazivaca u danasnje vreme je oblast
turbulentnog strujanja podeljena u tri podoblasti [7], [35]:
* strujanje u hidraulicki glatkim cevima (smooth turbu-
lent flow) pri Re R, -/€/8 < 5;
* strujanje u hidraulicki hrapavim cevima (complete tur-
bulence, rough turbulent flow) pri Re-R.-/£/8 > 70;
* prelazno turbulentno strujanje (transitional turbulent
flow) za opseg Re R.-/£/8 =5+70 .
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Implicitna forma jednacine (24) za hidraulicki glatke cevi
nije u vreme njenog objavljivanja bila pogodna za inZenjerske
proracune.

U drugacijem obliku u [36] je svoje eksperimentalne po-
datke prikazao Ku (E. C. Koo) za opseg Re=3-10°+3.10°

0,125

5 =0.00140 + W

(26)

MekAdams (William Henry McAdams 1892 - 1975) je
Kuove podatke u opsegu Re=5-10°+200-10% uprostio na Blaz-
ijusovu formu [37]

0,184
E = Reo,z

27

koja je autoru pogodovala za uspostavljanje sli¢nosti kon-
vektivnog prelaza toplote i koli¢ine kretanja. Koriste¢i se
jedna¢inom (24) Zenero [38] je za opseg Re=4-10°+20-10°
preporucio oblik

0,16
E = Reulﬁ

(28)

ostajuéi ,,sa sigurne strane* jednacine (24).

EBES
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Nakon objavljivanja PKN jednacina (24) i (25), jedino
nerazjaSnjeno pitanje (sa glediSta prakti¢nih inZenjerskih
proracuna) je ostalo u vezi prelazne zone izmedu glatkih i
hrapavih cevi pri turbulentnom strujanju. Za razliku od Niku-
radsea koji je eksperimente vrsio sa tzv. veStackom ohrapav-
ljenom povrSinom cevi, brojni istrazivaci su pokusali da
utvrde koeficijent trenja za tzv. komercijalne cevi, odnosno
cevi pravljene za Siroku upotrebu. Kolbruk i Uajt [39] su
objasnili zbog ¢ega se komercijalne cevi ne ponasaju na isti
nacin kao kod Nikuradsea. Naime, kod Nikuradsea je hrapa-
vost bila uniformna, pa je sa smanjenjem debljine grani¢nog
sloja pri poveéanju Re celokupna hrapavost povrsine stupala
u dejstvo u istom trenutku. Kod komercijalnih cevi hrapa-
vost je neuniformna, pa u istom trenutku postoje zone u ko-
jima se cev ponasa kao hidraulicki glatka i zone u kojima se
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ponasa kao hidraulicki hrapava. Zakljucak Kolbruka i Uajta
je da ¢e se kod komercijalnih cevi javiti gladak prelaz funk-
cije & = f(e/D;Re) izmedu hidraulic¢ki glatkih i hidraulicki
hrapavih cevi, za razliku od prelaza kod Nikuradsea koji je
pokazivao drugaciji karakter.

Koriste¢i PKN jednacine, sopstvene podatke [39] i po-
datke drugih istrazivaca za komercijalne cevi, Kolbruk (C. F.
Colebrook) [40] je formirao sledecu jednacinu za kompletnu
oblast turbulentnog strujanja

1
Lo y4-210 (R,.+
JE g

9,35 2,51 R,
Re@):‘z‘k’g(fae.@ +35) 29)

Jednacina (29) je sa vremenom postala opste prihvacena
za opseg Re=4000+10° i R =0+0,05, iako je opseg eksperi-
mentalnih podataka u vreme objavljivanja jednacine bio
Re<3,2:10°1 R <0,033.

Hanter Rouz (Hunter Rouse 1906 - 1960) je medu prvi-
ma potvrdio Kolbrukovu jednacinu sopstvenim merenjima
[41]. Kasnije su se i drugi istrazivaci saglasili sa Kolbru-
kovim jednacinom, ali je bilo i onih koji su je osporili.
Preciznost Kolbrukove jednacine je npr. u [42] komentari-
sana na slede¢i nacin: “moguéa varijacija ¢ je za komer-
cijalne cevi oko +10%, ali je ova nepreciznost maskirana
nepouzdanoscéu kvantifikovanja povrSinske hrapavosti”. U
[7] su kaze: ”’jednacdina ima ta¢nost do £15% za proracune
u oblasti kompletnog opsega Re i R. MozZe se koristiti za
kruzne cevi, kao 1 za druge oblike cevi i kanala, ukljucujuéi
i otvorene kanale”. Prvi pregled rezultata koji ostavlja dosta
nedoumica u vezi preciznosti Kolbrukove jednacine je obja-
vljen u [43].

6 POVEZIVANjE U DIJAGRAM

1942. Rouz je u [41] dao sledeci komentar na Kolbruk-
ovu jednadinu “Ove jednacine su previSe slozene da bi bile
od prakti¢ne koristi. S druge strane, ako za komercijalne cevi
ove jednacine vaZe, onda one sadrze veoma vazne informaci-
je koje se mogu predstaviti u obliku dijagrama ili tabela.” Uz
sopstvene ekperimentalno dobijene podatake Rouz je pokazao
da se jednacina (29) moze primeniti za komercijalne cevi. U
istom radu Rouz je dao i dijagram (slika 4) koji je predstavio
jednacine (16) i (29), tako $to je na apcisu naneo vrednost
1//&, a na ordinatu Re - /& (tzv. fon Karmanov broj). Rouz
je odredio i granicu izmedu prelazne oblasti i zone hidrauli¢ki
hrapavih cevi u obliku

1 _ e Re

JE D 200

koja je takode prikazana na slici 4.

€2))

Luis Mudi (Lewis Moody 1880 - 1953) je smatrao da
je Rouzov dijagram “nezgodan” i izradio je novi dijagram
prikazan na slici 1 i objavljen u [1]. Iako, prema sopstven-
im re¢ima, “autor ne tvrdi da nudi nista posebno novo, ili
originalno, njegov cilj je da otelotvori do sada prihvacene



zakljucke u formi pogodnoj za inZenjerske potrebe.” Mudi je
uz put odao priznanje prethodnim istrazivacima.

Treba napomenuti da je Mudijev dijagram laksi za
koriS¢enje prilikom odredivanja Ap za poznate protoke i
precnike. Sa druge strane Rouzov dijagram omogucava di-
rektno (neiterativno) odredivanje protoka za poznate 4p i D, s
obzirom da je proizvod Re - /& nezavisan od brzine strujanja.
U danasnje vreme, uz razvoj personalnih kompjutera, ova ra-
zlika nije od velike vaznosti s obzirom da se za proracune ko-
riste softverski paketi, u vreme kada su dijagrami objavljeni
razlika u pristupu je bila znatna.
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Slika 4.
7 DANASNjA KONVENCIJA

Konvencija nazivanja jednacine (8) je veoma interesant-
na i moze biti pracena istorijski kroz literaturu: Vaisbahova
jednagina, Darsijeva jedna¢ina, Sezijeva jedna¢ina, Fanin-
gova jednacina (termin koji se jo§ uvek koristi u hemijskom/
procesnom inzenjerstvu), “No Name” ili jednaina proti-
canja kroz cevovode. Generalno, francuski autori su identi-
fikovali bilo kakav oblik jednacine (8) kao “La Formule de
Darsi”. Koeficijent trenja se navodi kao & ili kao Darsijev
bezdimenzioni broj (Da). Rani engleski tekst [44] je iden-
tifikovao jednacinu (8) kao “Vaisbahovu jednacinu”, ali su
kasnije autori uglavnom usvojila francuski terminologiju.
Iznenadujuce je da do 1960-ih nemacki autori su ili koristili
genericko ime kao §to je “Rohrreibungsformel” (formule za
trenje u cevima) ili francuski zargon. Naziv ,,Darsi - Vais-
bah* je popularizovao Rouz [45] i ovaj naziv je usvojen od
strane ASCE [46].

Prili¢no ironi¢no je da se dijagram & u odnosu na Re uni-
verzalno priznaje kao Mudijev, ¢ime su doprinosi radova na
osnovu kojih je dijagram sastavljen potisnuti u drugi plan.
Ovo je bila bolna tacka za Rouza [47], koji je dao zapisnik
iz 1942. sa svojih sastanka (u tre¢em licu) “Nakon konferen-
cije, Luis Mudi sa Prinstona je predlazio koriS¢enje drugih
promenljivih (& 1 Re), kao osnovnih a ne dodatnih, ali Rouz
je odoleo iskusSenju, jer je osetio da da bi to bio korak unazad.
Tako je Mudi sam objavio dijagram, i on je poznat je Sirom
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sveta kao Mudijev dijagram!”

8 ZAVRSNI KOMENTARI

Nakon Mudijevog ¢lanka u kome je objavljen dijagram
sa slike 1, inZenjeri prakticari su prihvatili Darsi - Vaisba-
hovu jednacinu (8) koju koriste uz Kolbrukovu jednacinu
(29) kada je u pitanju turbulentno strujanje i Hagen - Pouazei
jednacinu (16) kada imaju slucaj laminarnog strujanja. U
pitanju je, u danasnje vreme, dominantni pristup u veéem
broju inzenjerskih obasti, a rezultati dobijeni po ovom osn-
ovu se primenjuju bez daljih pitanja.

Sa druge strane, iako mnajpoznatiji i najpopularniji
prirucnici u oblasti procesnog inZenjerstva, grejanja, venti-
lacije, klimatizacije i rashladne tehnike, kao sto su [7], [48],
[49], [50], [51] ili [52], navode Kolbrukovu jednacinu kao
referentnu, brojni istrazivaci nastavljaju rad u ovoj oblasti.

U poslednje dve decenije, istrazivacki rad je bio usmeren
na:

*  poboljsanja jednac¢ina PKN i Kolbruka iz prve po-
lovine 20. veka sa ciljem preciznijeg objasnjenja ,,inflek-
sionog ponasanja“ kod hrapavih cevi;

*  prosirenje opsega jednacina za slucaj transporta
(strujanja) prirodnog gasa u komercijalnim cevovodi-
ma — zahvaljujuéi visokom pritisku Re je veéi od 107, a
zahvaljuju¢i velikom pre¢niku cevovoda i koriS¢enjem
odgovarajuc¢ih premaza relativna hrapavost ima izuzetno
male vrednosti;

. objasnjenje fenomena vezanih za strujanje u
cevovodima vrlo malog precnika (tzv. mikro cevi) koje
karakteriSu male vrednosti Re i velike vrednosti R .

U [53] je data obimna analiza novijih istrazivanja.

Od objavljivanja Kolbrukove jednacine dosta paznje je
posveceno eksplicitnim aproksimacijama jednacine zadar
lakSeg (neiterativnog) izraCunavanja koeficijenta trenja. Do
sada je objavljeno preko 50 jednacina i u [54] je dat pregled
njihovih odstupanja od Kolbrukove jednacine.

Na kraju treba pomenuti i Cer&ilovu (Churchill)
jednacinu [55]

8 12 1 1/12
S (2 e s w2 0
’ (7/Re)” + 0,27 - R, Re

(30)
koja formalno (bez kvalitetnije teorijske podloge) ob-
jedinjuje sve oblasti strujanja (laminarno strujanje, prelazna
oblast i turbulentno strujanje) i koja se uz zadovoljavajucu
preciznost moze primeniti za prakticne proracune.

Ovaj clanak predstavlja kratki pregled istorijskog razvo-
ja usmerenog iskljucivo na prakticne aspekte izracunavanja
koeficijent trenja. Za detaljnije upoznavanje sa teorijskom
pozadinom preporucujemo klasi¢ne knjige iz oblasti mehan-
ike fluida, npr. [7], dok je izvanredan pregled koji ukljucuje i
druge jednacine za koeficijent trenja dat u [56].
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