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ANALIZA OPTIMALNOG UPRAVLJANJA KRETANJEM SISTEMA KRUTIH
TELA U SMISLU MINIMIZACIJE VREMENA
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1. UvVOD

Rezultati matemati¢ke teorije optimalnih procesa C[1], (2],
(3]) nadli su primenu i u odredivanju programskog optimal nog
upravl janja kretanjem mehaniZkih sistema. Mnogi inZenjerski
objekti se sa dovoljno velikom taZno3cdu mogu modelirati kao
sistemi krutih tela Cmanipulatori, transportne mafine, letelice
i sl.). Odredivanju njihovog programskog optimalnog upravl janja
je u savremenoj struinoj 1 nauZnoj literaturi posvecen izvestan
broj radova i monografija. Pri tome se kao limitirajuéi faktor
javlja radunski aspekt primene navedenih metoda. Metod
dinamiZkog programiranja je sa tog stanoviita nasao, uz izvesna
ograniZenja, veliku primenu Cnpr. [81), dok metodi bazirani na
Pontr jaginovoj tecremi Cprincipu maksimumad predstavljaju moénu
analitidku metodu i takode se koriste Cnpr. [4]1-(71D.

Ovaj rad razmatra odredivanje programskog optimal nog
upravl janja kretanjem sistema krutih tela ¢&ije Je kretanje
ograniZenc stacionarnim holonomnim vezama, pri ¢&emu je za
upravl janje uzeta nepotencijalna generalisana sila ogranic¢enih
koordinata. Minimizira se vreme za koje sistem prede iz zadatog
poletnog u krajnje zadato stanje.

U prvom delu rada izvrsena Je postavka problema
minimizacije vremena sa posebnim osvrtom na postojanje
singularnih upravl janja. Zatim je analiziran deo rada (71, gde
su nedosledno primenjeni rezultati matematicke teori je
optimalnih procesa Cnisu razmatrana singularna upravl janjad.
Ovaj rad je, inaZe, dosta citiran u savremenocj literaturi.
Moguénost egzistenci je singularnih upravljanja pokazana je na
primerima 1 1 2. Tu je pokazano da ona imaju 1 odgovara juce
fiziZko tumalenje.

2. POSTAVKA PROBLEMA
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Posmatrajmo mehanicki sistem ¢&ije je kretanje opisano
kanonskim (11) jednaZinama (1), gde su q* generalisane
koordinate, pi generalisani impulsi, [l potencijlna energija, aY
kontravarijgntna koordinate metriZkog tenzora konfiguracionog
prostora R, a n broj stepena slobode. Veli&inu smatrademo
upravl janjem uk, na koja su naloZena ograniZenja (2), gde su Ck
zadate pozitivne konstante. Zadatak je da odredimo kako da se
menjaju veliZine uk=ukCt) koje =zadovol javaju (2 tako da se
sistem za minimalno vreme T prevede iz poZetnog u krajnje
stanje. Ova stanja zadata su prema jednaZinama (3).

Za traZzenje redfenja primenide se princip maksimuma
Pontr jagina [(1]. U tom cilju formirajmo Pontrjaginovu funkeci ju
C4d> i na osnovu nje spregnuti sistem (5D.
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Pre nego &to predemo na odredivanje optimalnih wupravl janja
iz uslova supremuma H po uk potrebno je razmotriti s.l\x‘éa_j da 1i
Je na nekom podintervalu intervala [O,T] za neko k v =0. U tom
sluzaju princip maksimuma je neefektivan za odredivanje
koordinate sile uk, a takva upravl janja nazivaju se singularna.
Ovo se obavezno razmatra u svim primerima ovakve vrste (21, (31.

Pokazademo da singularna upravl janja po svim silama (60 ne
zadovol javaju potrebne uslov& ekstremalnosti. Neka je ispunjeno
CB). Tada na osnovu (5D i |a |[#0 sledi Ai=O0, i=1,n, a u tom
slutaju je H=-1, %to se protivi principu maksimuma. To znaZi da
je u proizvol jnom trenutku vremena telo,T) bar jedna sila uk na
granici. X I

Neka je v =0, k=1+1,n. Tada iz Pontrjaginove teoreme slede
Jjednadine C7), odakle se vidi da je 1 wupravljanja um relejno
C"bang-bang®), a ostala su singularna. Broj mogudih vari janti
iznosi 2"-1, 1 izmedu njih treba traziti ekstremalne. Jedna od
njih je i ona da su sve um na granici.

Zbog toga %to 2ak i reienja konkretnih zadataka mogu imati
111 ne singularna upravljanja =zavisno od parametara zadataka
CpoZetnih i krajnih uslova, veliZina Ci, masa i sl.>, dalje <ce
na primerima biti pokazana mogudnost postojanja singularnih
resenja.
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3. PRIKAZ REZULTATA DELA RADA (7]

U prvom delu ovog rada razmatran
Je problem minimizacije vremena
upravl janog kretanja materi jalnog
sistema sa tri stepena slobode
csl. 1D. Zadatl su poletni 1
krajnji uslovi po generalisanim
koordinatama i brzinama, kao 1
ograniZ¢enja (8) na momente u
cilindri¢nim zglobovima.

sistem tela u radu (7]

Na osnovu jednadina kretanja eksplicitno refenih po a‘ Cto
su, ustvari, Lagranzeve Jednadine druge vrste u
kontravarijantnom oblikud, formirane su jednaZine kretanja koje
se skracdeno mogu zapisati kao sistem jednadina C9)D.
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Pozivaju¢i se na oblik funkcije H C10), kac i na princip
maksimuma autori ovoga rada zakl juduju da su sva tri upravl janja
na granici (11D, bez razmatranja mogucénosti postojanja
singularnih upravljanja. Ovaj deo od [7] je nekriti&ki preuzet u
izvesnom broju radova i monografija.

Napisimo kanonski oblik Jednaéina‘ k{etanja ovog sistema
(12>, vodec¢i raduna da je koordinata q =¢p «cikli&na i da Je
a"=0, J=2,3, usled toga 3to je prva osa stalno upravna na
ostale dve i specijalnog rasporeda masa Cose rotacije su jedne
od glavnih osa inerci jed.
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P2 i,4J.,k.,1=2,3 c1ed

Posmatrajmo deo trajektorije na kome je q‘=const.. Tada jJe
p1=0, w=0, upravl janje je singularno Cv =0), a na osnovu (15
Je 1 M=0, tako da se problem optimizacije svodi na preostala
dva stepena slobode. Deo trajektorije na kome Je ovo, ispunjeno
moze se javiti u slucajevima kada Jje qo blisko qr. il14 =za
izvestan odnos ui prema ostalima u™, i1=2, 3

Posmat.raJmo deo trajektori je na kome je q ‘=const, i=2, 3 Ni
osnovu C13) i |a |#O, dobija se pi=0 1 uk=dM/8q + 1,2 8a't aq

1p1, i,k=2,3 (pretpostavka da zadovol javaju CB)) Tada je i
v =0, pa je na osnovu (16> Ak=0 1, =za X#=*0 Jda ‘/qu-—o. k=2, 3.
Ovaj poslednji rezultat ima 1 svoje fiziéko tumadenje: iz njega
se mogu odrediti vrednosti =za q » i=2, 3d koje obezbeduju
ekstremnu vrednost inercionom koefici jentu a = pri optimizaci ji
upravl janja kretanjem sistema sa jednim stepenom slobode q . To
e se detal jni je pokazati na slededem, nedto uproidenom primeru.

B8

4. PRIMER 1
Odr edi mo neke od singularnih
,ﬁ 1 o C -» upravl janja sistema tela
\va 2 prikazanih na sl. 2, gde samo &tap
7 Ly 2 AB ima masu m 1 polupre&nik
0 inerci je p za ose upravne na &Stap.
_‘____‘___] /(,L Tada ¢e kinetiZka energija biti
data izrazom €17 gde su
- koordinate metridkog tenzora date
11" prema C18).
S1. 2
Sistem tela u primeru 1
atl= = ,» a = m(Cb+a cos qz)z*(p cos qz)z)
o 11
22 1
= =r'azz=mCaz+pz) CLEO0
22
sin q°Cab + Ca® + pcos q =0 c19d

Jednadine kretanja, Pontrjaginova funkcija 1 spregnuti
sistem C12)-C16) imacde isti oblik.‘gde i,J,k.1=2.

Za deo trajektorije gde je q =const vaZe ista razmatranja
kao u napred analiziranom primeru. Zavisno od parametara zadatka
upravl janja, u1=0 na nekim delovima mogu da zadovolje uslove
principa maksimuma. 2

Za slucaj q =const na delu trajektori je, sli¢nim
razmatranjem moZe se dodi do uslova da ~8q =0, koji dovodi do
uslova (19). Pretpostavimo da je b>aa Tada je g =kn gde k uzima
celobrojne vrednosti. Za neparno k a* Je minimalno, a za parno
k Jje maksimalno. FiziZ¢ko tumalenje navedenog rezultata je
sledede: pri minimalnoj vrednosti za a= sistem, koji sada ima
Jedan stepen slobode, ima minimalan moment inercije pri rotaci ji
oko ose 1 1 moZe biti doveden {z pocetnog u krajnji polozaj za
kracde vreme pri istom upravljanju us u odnosu na neku drugu
konstantnu vrednost za q .
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S. PRIMER 2

Sistem tela Csl. 3) &ine telo sa
momentom inercije J za osu 1
rotaci je, po kome se krede telo
mase m i zanemarljivih dimenzija.
KinetiZka energi ja data je izrazom
(20> gde su koordinate metri&kog
tenzora date izrazom c21d.
JednaZine kretanja, Potrjaginova
funkcija i spregnuti sistem dati
su izrazima (22)-C24D.

S1. 3
Sistem tela u primeru 2
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Slié¢nim razmatranjem kao i ranije moZemo pokazati da deo
trajektorije na kome je qz=cons§ Cu1=0)‘ pripada singularnom
uPravljanJu. Ako je, npr, qCOO>q'CTO a q<CO0> doveoljno blisko
q (TO po&etni deg kretanja sistema je upravo navedeaé. 2

5 U sludaju q =const iz (24) sledi da Jje da 78q =0, tj.
q =0, a fizi¢ko tumadenje isto kao u prethodnom primeru.

Jedna¢ine kretanja oblika (220 dobijaju se kod kretanja
kolica po toranjskom kranu [(10] ili jedne wvrste industri jskog
manipulatora [(6]. Puna analiza tipa optimalnog upravljanja u
zavisnosti od parametara zadatka data je u radu (4], medutim,
tamo je udinjeno znaZajno uprod3denje nerazmatranjem poslednje
Jedna&ine sistema (22).

6. ZAKLJUCAK

U radu je pokazano da doslednom primenom principa maksimuma
treba razmatrati 1 mogudnost singularnih upravl janja na
pojedinim delovima trajektori je, gde bar jedna koosdinata uk
mora biti na granici. Broj mogudih varijanti iznosi 2 -1.

U navedenim primerima singularna refenja sa q =const na
poodintervalu intervala [(0,T] mogu biti ekstremalna pod
odredenim uslovima 1 imaju odgovarajude fiziZko tumadenje.
Takode, ona se javl jaju u dovol jno Sirckoj oblasti promenl jivih
parametara zadatka.

Pored njih mogu postojati 1 druga singularna resenja.
Tipi¢an primer su sistemi ¢ije se jednaline kretanja mogu
razdvojiti na vide nezavisnih. Tada minimalno vreme ne moZe biti
manje od najvedeg od minimalnih vremena pojedinih sistema, $to
redovno dovodi do nejednoznaZnih singularnih resenja C(odredenih
samo iz uslova zadovol jenja podetnih i krajnjih uslovad.

Pokazano je da je pogresinc tvrditi da su sva wupravl janja
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uk relejna u zadacima ove vrste, u opitem sluZaju. Mi mozemo
zahtevati, iz nekih razloga, da budu. U radu (9] dat je postupak
odredivanja optimalnih relejnih upravl janja, ali ona vife nisu
optimalna u smislu postavl jenog zadatka minimizacije vremena.
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