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1ZVOD

Resava se problem optimalnog upravljanja uz odredivanje reakcija veza neslobodnog mehani¢kog sistema.
Metod je zasnovan na injenici da postoji sustinska razlika izmedu reakcije materijalnih veza i drugih vrsta
ogranienja kretanja upravljanog sistema. U okviru matematickog modela problema formiraju se jednatine
stanja upravljanog sistema koje u sebi eksplicitno sadrze reakcije veza. Problem je doveden na oblik koji
omogucava neposrednu primenu rezultata teorije optimalnog upravljanja za refavanje praktiénih zadataka.

I UVOD

U okviru teorije optimalnog upravijanja posebno se razmatra optimizacija kretanja sistema ograni¢enog
faznog stanja, pri ¢emu matemati¢ki modeli tih ograni€enja ne otkrivaju njihovu fizi¢ku sustinu. Resava se
osnovni problem odredivanja optimalnih upravljanja koja obezbeduju da se fazna talka kreée po optirpalno;
trajektoriji saglasno nametnutim ograniéenjima (teoreme 22.-25. Pontrjagin 1983.[1]). Neposredna primena
ovakvog postupka za redavanje problema upravljanja mehaniékim sistemima ima smisla samo ako su faz_na
ogranifenja neki subjektivni zahtevi (npr. obezbedenje od neieljenog ponalanja sistema i sl.). Medutim,
ukoliko je kretanje materijalnog sistema ograniéeno materijalnim vezama, tada se, nezavisno od upra\_fljanja.
javljaju sile-reakcije veza koje bi, pomenutim postupkom, ostale "sakrivene” u refenjima za opumalna
upravljanja. Druga vaZna ¢injenica (koju matematicka teorija optimalnog upravljanja ne razmatra jeste
sudtinska razlika izmedu holonomnih i neholonomnih veza iako neki autori (Aleksejev 1979.|2] str. 81.) sva
fazna ograniéenja nazivaju holonomnim vezama.

Reakcije veza u prakticnim problemima predstavljaju opterecenja sistema sa korisnim ili $tetnim posledicama
pa je potrebno imati moguénost da se uti¢e na njihovo ponasanje u toku procesa upravljaqja krc!.an)em. qug
takve potrebe, u ovom radu, matemati¢ki model mehanic¢kog sistema bice formiran u_obhku l':.op obezbgdup
eksplicitno prisustvo reakcija veza. Pri tome, ukoliko nije neophodno razmatranje svnt_n reakcija vc.za‘.dlmen-
zije i struktura faznog prostora zavisiée od toga koje i koliko njih jesu predmet nadeg interesovanja.

I1 POSTAVKA PROBLEMA

Ne umanjujuéiopstost metoda, koji ée u ovom radu biti izlozen, ograni¢iéemo se na razmatranje slslcrc.)nomnog
mehanickog sistema éije je stanje, u 2n1-dimenzionom faznom prostoru odredeno generalisanim koor-

dinatama g“ i generalisanim impulsimapa (a = 1,2, .., n) . Hamiltonova funkcija takvog sistema predstavlja
ukupnu mehani¢ku energiju i ima oblik:

H=T+M=754a%g)p,ps + T(q) | @1

gde su: T kineticka energija, I1 potencijalna energija a a%® kontravarijantni metricki tenzor konfiguracionog
prostora. Neka na sistem pored potencijalnih deluju i nepotencijalne sile:
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Qa = Qa (q.p,u) (22)

gde je u vektor upravljanja sa koordinatama u; (i = 1,2, ...,r) iz vektorskog prostora Uy. Pored toga, neka
je kretanje sistema ogranic¢eno mehani¢kim holonomnim vezama:

@ =0(w=12..0I) (2.3)

i mehani¢kim neholonomnim vezama:
: of
% =0 d " £ = 1.2 . 12) (2.4)
@q (? . )

Neka su veze glatke i neprekidne pri &emu funkcije ¢"(g) imaju neprekidnc i druge izvode. U tom sluéaju
sistem je pored potencijalnih sila i nepotencijalnih sila (2.2) izloZen dejstvu sila-reakcija veza (2.3) i (2.4):

Re .,1,2&: +up b (2.5)
aq® '’ |

tako da, za opisivanje kretanja ovakvog sistema u faznom prostoru, raspolaiemo jednalinama (Lurje
1961.(3]):

'a=6H
Pa
ot o
e == —=+Qa(gpu)+i L +pu,bo (296)
b e Qa (4, p,u) r Hp

gde su Ay i up neodredeni mnozioci iz prostora Uy (I =1y + &2). Neka su u opitem sluaju dopustiva
upravljanja ogranitena, tj.:

u; €GuC U, 27)
i neka su reakcije (2.5) podvrgnute nekim ogranicenjima, $to moze da se izrazi u obliku:

AL, EGICU, p,€EGCY; (28)
Oblasti Gy, Ga i Gy mogu biti neki otvoreni ili zatvoreni skupovi, konstantni ili promenljivi a dopustiva
upravljanja u; i dopustivimnoZioci Ay i #p mogu biti neke deo po deo neprekidne funkcije sa kona¢nim brojem
prekida uintervalu [4,,¢,].

S obzirom na (2.6) neholonomne veze (2.4) mogu da se napifu u obliku:

Ppa=0 (0 =a¥1f) 2.9
Ukoliko su pored veza (2.3) i (2.9) na sistem nametnuta i ncka ograni¢enja:

!(Q-P)'O (k=1,2,.,m) - (2.10)
koja ne predstavljaju mehanicke veze, struktura jednatina (2.6) nece se promeniti.Ova ¢injenica ukazuje na

bitnu razliku izmedu veza (2.3) i (2.9) i ograni¢enja (2.10) . Naime, relacije (2.3) i(2.9) isppnjene su uvek bez
obzira na upravljanja u;, a ograniéenja (2.10) neophodno vaZe samo za optimalno redenje.



398
Uslov optimalnosti moZe da se postavi u obliku:
nh
[ FO(g,p.u)dt = inf ) (2.11)

lo

pri éemu je stanje sistema na krajevima intervala [fo . 1) ] predstavijeno mnogostrukostima:

60 [ g(t0), p(t0), g().p()]1=0 (o= 1,2,.,5s2n) (2.12)

Treba napomenuti da, ukoliko su i reakcije (2.5) ukljuéene u neke zahteve optimalnosti, podintegralna
funkcija u (2.11) moZe zavisiti od mnotitelja Av i pp.

Na osnovu izloZenog, zadatak optimalnog upravljanja kretanjem vezanog mehanickog sistema definisan je
relacijama (2.3), (2.6)-(2.12).

111 RESAVANJE ZADATKA OPTIMALNOG UPRAVLJANJA

Prethodno postavijeni zadatak treba dovesti na oblik pogodan za refavanje primenom metoda teorije

optimalnog upravljanja. U tom cilju uvedimo u razmatranje vektorski prostor U; vektora v sa koordinatama
vy (y=12.,250 ) i izvr$imo sledeCu transformaciju:

Qa (q.p.u)+lv%aq£:'+ﬂpt£=dg\’y (31)

gde su, u optem sluéaju, d% (g, p) neke poznate funkcije. Neka je:

3Qa
oui '

%5:;—:—. b} = R =inf (n,r+]) (32)

Usludajukadajer+izn (X =n) moie da se uzme da je:

rang {

& w 1, a=y(r=1.2‘--..") (33)
0, a®#y

pritomezar +1=n transformacije (3.1) obostrano su jednoznatne i mogu da se izraze v obliku:

. u‘-su‘-(q,p,v) (i=1.2,...,r)
A,=4,(q.pv) v=12--0) | (3.4)

Bo=Hp(q.PV) (P= 1,2,..12)

Zar + | > n transformacije (3.1) nisu obostrano jednoznaéne par + | = n velitina Ay . gp i 4; MOgU da se
proizvoljno biraju iz (2.7) i (2.8) -

U sludaju kadajer + [ <nu relacijama (3.1) treba uzetiy=1,2,..,2 = r+!. Pritome kocﬁcijcmcd{, treba
birati takodajen — (r +1) relacija (3.1) suvi$no.
e —

Posle transformacija (3.1) jednatine (2.6) dobijaju oblik:

L

aH
opa

r

LAY

SPBERN

|
2
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pa=- -:-;% +db vy (3.5)

gde su dopustiva upravljanja:

vy €eGvCU: (3.6)
Oblast Gy iz prostora U; odredena je ogranicenjima 27)i(28)kaoi transformacijama (3.1).
Uslov optimalnosti (2.11) dobija oblik:

h
[ 1°g.p.v)dt = inf (3.7

gde je £° (g.p.v) = F° lg.p.u(@.P. M)}
Na taj na€in, prethocino definisani zadatak, transformacijama (3.1) doveli smo na oblik odreden relacijama
(2.3), (29), (2.10), (2.12), (3.5), (3.6) i(3.7). 2a redavanje problema moZc da sc upotrebi i teorema 22.

Pontrjagin 1983.(1},ukoliko neke od gore navedenih relacija transformidemo na pogodan oblik. U tom cilju
uvedimo /+m dimenzionu vektorsku funkciju:

& .y
Ezlv @
o g.p.v) = %[bﬁ“pcl (¢=1,2,..,14m) (3.8)
28 @p)]
- )

pri éemu su diferenciranja vriena nad trajektorijom (1), p(f) refenj€m jednacina (3.5) za odgovarajuce
upravljanje v(1). Uslovi:

&g p.v)=0 VIE[o11] (39)
ckvivalentni su vezama (2.3) i (2.9) i ograni¢enjima (2.10) ukoliko je u potetnom trenutku lo fazna tacka na
mnogostrukostima:

(F@l=0 E =0 Ppel=0 '@.pN.=0 (3.10)
Drugim re¢ima, uslovi (3.9)i(3.10) obezbeduju da se u celom intervalu [ 1o . 1, ] fazna talka kreée saglasno
vezama (2.3)1(29)i ogranienjima (2.10).

Izdvajajuci medu mnogostrukostima (2.12) i (3.10) one sa nezavisnim gradijentima dobijamo na krajevima
intervala | lo , 1, ] uslove:

w3[g(to). plto).- 4(11). P11} =0 (A =12 ..p. $3pS2) @3.11)

Na taj naéin zadatak optimalnog upravijanja, definisan relacijama (3.5),(3.6), (3.7).(3.9)i (3.11), doveden je
na oblik pogodan za primcnu leoreme 22. Pontrjagin 1983.[1] koj2 daje potrebne uslove za odredivanje
optimalnog upravljanja i njemu odgovarajuée trajektorije V=), g =g (). P = p(1). Vrativii sc na
poletni problem iz (3.4) slede traicna optimalna reienja:

W E=ut) A=A K =0 (3.12)
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IV PRIMER. HOLONOMNA VEZA OGRANICENE REAKCLJE

Kliza¢ mase m=1 (u ovom radu vrednosti svih fizi¢kih veli¢ina bi¢e date u svojim osnovnim jedinicama) kreée
se po glatkoj krutoj vezi pod dejstvom upravljacke sile u horizontalnog pravca i iz poloZaja A(0,0) stigne u
poloZaj B(1,1) za vreme ¢, (slika 1). Ako su u poletnom i krajnjem poloZaju brzine klizala jednake nuli i ako
je reakcija veze ograniéena (|R| < 4 g V2) odrediti upravljanje u iz uslova da je vreme kretanja minimalno.

l}qz :

Slika 1

Zadatak optimalnosti ima oblik:
g'=py  py=u-A

@ =p; py=-g+i
h

Jdt - inf

t

|R|<4gVZ = |i|sd4g, ViE[0,1,]

v\ ¢)=q"-q'=0

4'(0) = ¢%(0) = p1(0) = p2(0) =py(1) =po(1) =0 g'() =¢’(t)) =1
Transformacijama:

U=vi+vy+g

A=vy+g
dobijamo:

¢'=py  Pr1=v -

@=p; pr=v;

(4.1)

(42)

(4.3)
(4.4)

(4.5)

(4.6)

7

(4.8)
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Q(vy,vy)=v,—v; =0 (4.9)
Na osnovu (4.2) , (4.7) i (4.9) formirajmo funkciju:
/}C= “lo + qjlpl + \Pzpz + ‘{‘3 V’ + ‘1‘4 Vz + n (Vz ~ V’) (4]0)

Prema principu maksimuma je:

sup '}6-—:0 (4.11)

VEGV
‘p1=0, “i"2=0, ¢3=—\P1, ‘i“t—wz. '4’050 (4]2)

S obzirom na (4.8) iz (4.11) sledi:

3

-6T’l-=l]l3—”=0
-5g, W4<0
vy = (4.13)
3g, ¥Y,>0

odnosno s obzirom na (4.7), (4.9) i (4.12):

1({5)]
3g, ViE[0,7], :=I(§§)7
vy =vy = (4.14)
4(5)\}
~5g, Vi€ [n,1], '1=3(3§)7

pa je prema transformacijama (4.6):

7g, ViE[0, 1
s 4 (0.7] (4.15)
-9g. VIE[1,4]

V PRIMER. MEHANICKI SISTEM SA NEHOLONOMNIM VEZAMA
Telo 1 koje moze da se pomera duZ svoje obrtne ose prenosi obrtanje sa diska 2 na disk 3 (slika 2). Na telo |
deluje sila F (|F| < 1) a na telo 2, koje se obrée konstantnom ugaonom brzinom ¥ = 1, moment M.

Inerciona matrica sistema je jedinicna.

Potrebno je resiti sledeci zadatak:

$(to) =0, b(to) =2, }dl S&E (5.1)
X)) =0, 6(1))=4, 3,

Unutradnje veze sistema su:

A+ W -9 =0

<474
&
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p-x0=0

a zadato ogranilenje:

Y-1=0
¢
N e
~N - SR
2 | L
Lo =
il
M | X
Slika 2
Uvode¢i promenljive:

Q'=x, ¢*=9¢, =V, ¢*=0
Pi=%, py=9. p3=V¥, p=98
s obzirom na (5.2) imamo jednacine kretanja:
¢'=pr  h=F
@=p2  Pr=-mtm
@=py  Py=M+u (1+9)
¢*=ps  Pa=-m2q'
i ograni¢enja:
(1+¢")p3-p; =0, py—q'p,=0, p3-1=0

Transformacijama:

VI'F

oA el Lo e i R

o

(5.

(5.

(&

(Su

T LT Ve RS TR
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bt Sl SRS U
vamM+u, (14g"
Vo= = paq'
jedméfne (5.5) dobijaju oblik:
'.l‘ =pi, pi=v; (i=1,2,..n)
na osnovu &ega ograniéenja (5.6) mogu da se dovedu na oblik:
P13 + (149) -
V2=P1Pa=q've=0
vy=0
pri éemu je:
Vil S1 VIE [1,1))
Uslovi na granicama intervala [ £ , ¢, ), uzimajuéi u obair (5.1) i (5.6), su:
¢Il(‘o)"'l v Pi(to)=0, pyto)=2, ps(to)=1, py(to)=2
g't)=4. pye)=0, Pult)=4

Na osnowvu (5.1), (5.8) i (5.9) imamo funkciju:

4
?C ""ot}f‘ (Wipi + Wasivi)+ 1) [Py p3+ (149" W3 =val+ ny [va=p, pa=q'val+ 13 v3
=

pri éemu je:
Y50
Wymemvy+nvy  Ws= Wi py+nyp,
W =0 Vo= -4y
Y3 =0 ¥y = ~Wy —p, p,
Yi=0 Yg = Wi+,

(57

(58)

(5.9)

(5.10)

(5.11)

(5.12)

(5.13)

Koristedi princip maksimuma pokazuje sc da sva upravljanja vi ne mogu biti singularna pa na osnovu (5.10)

i (5.12) imamo potrebne uslove optimalnosti:
vimsignWs, Wo—n +n,=0, Wi+ (14¢")+ny=0,
Vg -n29,=0

odakle, s obzirom na (5.6), (5.9). (5.11) i (5.13) dobijamo:

(5.14)
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-1, 1€[0,7] - =
v, = , Ve=p,, va=0, v =——€—71 5

odnosno, s obzirom na (5.5) i (5.7):

-1, (€0, (%)115 ']

F= p=bile) =N + 1)

(q
e
ey IO e
Q" @
1
py =, q'=—%lz+1, Vi€ [0, (,_2;)1]
2% a. 13 (% .S 2% (2}
p1=l—2(*§)7, q = II "2(3’)214'}, VIE((g)I,z(}—):] *

V1 ZAKLJUCAK

Izlozeni metod nametnut je potrebom da se pri razmatranju optimalnog upravljanja kretanjem neslobodnog
mehaniékog sistema analiziraju i reakcije bilo spoljadnjih bilo unutradnjih veza. Da bi rezultati teorije
optimalnog upravljanja mogli biti neposredno primenjeni na postavljeni problem neophodno je bilo da se, u
tom smislu, prethodno formiraju pogodni mehanicki i matematicki modeli. Pri tome mogu da se naprave
razli¢iti pristupi problemu. Naime, moguce je redavati problem smatraju¢i neodredene mnozitelje veza kao
deo funkcija upravljanja ili uvode¢i nove funkcije upravljanja koje u sebi sadrze, kao komponente, reakcije
veza. Pored toga moguce je da se jednacine mehanickih veza transformisu kao ogranicenja za funkcije
upravljanja, u skladu sa poéetnim i krajnjim stanjem sistema. Medutim, svi takvi pristupi daju isti broj uslova
za konaéno redenje problema, a koje od njih treba koristiti zavisi isklju¢ivo od pogodnosti modela zadatka za
resavanje.

Takode, postoje mehanicki sistemi, npr. zatvoreni kinematski lanci, kod kojih je daleko pogodnije koristiti
matematiki model u kome eksplicitno postoje mnozioci veza u odnosu na model dobijen njihovom
eliminacijom, €ak i u onim zadacima u kojima reakcije veza nemaju znacaja. -

Primeri koji su ilustrovali metodologiju izabrani su zbog mogu¢nosti dobijan)a konaénog resenja. Medutim,
u problematiku ovoga rada spadali bi i pojedini znalajni problemi kao $to je optimalno upravljanje
manipulatorom kod koga hvataljka viii tzv. ogranieno kretanje a reakcije veza moraju biti podvrgnute

ograni¢enjima.

Iako su u ovom zadatku razmatrane isklju¢ivo idealne mehanicke veze ne iskljucuje se mogucnost da se ovakav
metod prosiri i na sisteme sa realnim vezama.
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SUMMARY
% ' OPTIMAL CONTROL AND JOINT REACTIONS OF A CONSTRAINED
MECHANICAL SYSTEM
Josif Vukovi¢ Aleksandar Obradovi¢ .
§ Faculty of Mechanical Engincering, Belgrade

The problem of optimal control with determination of joint reactions of a constrained mechanical system has
been presented in this paper. This method is based upon essential difference between reaction forces of
material joints and other limitations imposed on the controlled system. Statc equations including explicit
reaction forces have been also set. The problem has been transformed to be suitable for the application of
optimal control theory in solving of practical tasks.




