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ABSTRACT:

The problem of the motion of a rigid body beetwen two given configurations in a planc during the shortest possible
time has been solved in this paper. The conscrvation of the mechanical energy is satisfied as well as in the
brachistochronic motion of 2 material point in the known Bernouly's problem. The problem is postulated as a form
of the optimal control and has been solved by the application of the Pontryagin's Principle. It has been neccesary
to use Kelley's conditions of singular optimal controls, having in mind that the control forces arisc lincary in the
cquations of motion. In the example given in this paper the exact analytical solution of the cquations of motion has
been found. It is shown that brachistochronic motion in a planc is possible to rcalize with two ideal holonomic
constraints without an influence of active forces. One of the possible ways is the rolling of the moving centroid over

another fixed centroid, without sliding, the cquations of which are given in the parameter forms. These centroids
arc also shown grphically.

1UVOD

Problem odredivanja glatke veze materijalne tacke, iz uslova da za najkrace vreme
stigne iz zadatog pocetnog u zadat krajnji polozaj u vertikalnoj ravni, postavljen 1696 godine
od strane Bernulija, usao je u skoro sve udzbenike iz varijacionog racuna (npr. [5], [6]). S
obzirom na poznatu vezu izmedu potrebnih uslova optimalnosti varijacionog raduna i

Potrjaginovog principa maksimuma [1], problem se moZe formulisati i resiti kao zadatak
optimalnog upravljanja [2].

Takode koriscenjem varijacionog racuna, izvodene su diferencijalne jednacine i
ostali potrebni uslovi cptimalnosti brahistohronog kretanja materijalnog sistema i odredenih
zadataka u slucaju krutog tela [7]. Osim toga, rezultati su uopitavani za kretanje nekonzer-
vativnog mehanickog sistema [8]. U svim sluéajevima da bi se zadatak konacno resio potrebno
je resavati dvetackasti granicéni problem za sistem obi¢nih diferencijalinih jednacina. Njegovo



reSavanje izaziva velike teskoce sa numerickog aspckta. Namera ovog rada je da pokaze da
se pri brahistohronom ravnom kretanju, pod odredenim uslovima, moze doéi do ta¢nog
ahalitickog resenja. Iz njega slede poznati rezultati za materijalnu tacku. Problem se formulise
i reSava kao zadatak optimalnog upravljanja. Posebna paznja posveéena je mogudim nacinima
realizacije upravljanja.

2. POSTAVKA ZADATKA OPTIMALNOG UPRAVLJANJA

Na slici 1 prikazano je kruto telo, mase
m i poluprecnika inercije i za osu Cz, koje vrsi
kretanje u vertikalnoj ravni.

Uzimajudi generalisane koordinate:

7'=x. 9 =y P=9 s
jednacine kretanja u kanonskom obliku [3] Slika /
izgledaju:
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gde su: pj i=1,2,3 generalisani impulsi, u; i=1,2,3, generalisane sile u koje ne ulazi sila
Zemljine teze(g-ubrzanje sile Zemljine teZe)

Neka je u pocetnom trenutku vremena t,=0 zadato

a u trenutku T, koji nije zadat:

7' (TN =gt i=123 (3b)

"Kao i kod Bernulijevog problema uzmimo da je vrednost mehanicke energije
konstantna tokom kretanja:

37007 +(42)7 + 2(43)?] - mgg? =0 @

odnosno uzmajuéi u obzir (2):
Pruy + pauy + 072 pauy =0 ' (42)
Zadatak programskog optimalnog upravljanja sastoji se u odredivanju optimalnih

upravljanja u*j=u*(t) tako da sistem, Cije je ponadanje opisano jednacinama (2), iz zadatog
pocetnog (3a) u zadati krajnji polozaj (3b) prede za minimalno vreme

r
Il -df = min (5)
0

a da pri tome na optimalnoj trajektoriji budu ispunjena ograni¢enja na upravljanja (4a) i u
jednoj tacki (4).
3. RESENJE ZADATKA OPTIMALNOG UPRAVLJANJA
U cilju reSavanja postavljenog zadatka napisimo prodirenu Pontrijaginovu funkciju:
' ! =g 1
Jt :10+'”_I(/11p1+;.2p2+1 l3p3)+vu1+ (6)

+v2(uy + mg)+ v3us - p(pruy + pyuy + 72 pyus)

i spregnuti sistem jednadina :
preg J

A1=0 vl=-—21+ puy

; 1 (7)
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gde su A ivi, i=1,2,3 koordinate spregnutog vektora, a p mnozitelj koji odgovara vezi (4a)

S obzirom da su upravljanja u; i=1,2,3 iz otvorenog skupa, Potrebni uslovi
optimalnosti glase:

. 0 ;=123 ®
'

odnosno



vli-pp=0
vi-ppy=0
V3 pi2py =0

(8a)

ude se vidi da je problem singularan [4], pa se odredivanje optimalnog upravljanja vrsi daljim
diferenciranjem, tj.:
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ar ou; 0 /=123
Na osnovu &ega, u skladu sa (2) i (7), dobijamo:
E T
— o MRS

1 5
==X - ppr- pmg

m

0 (9a)

I

0

1 . ..
— Tk piTEps

Uzimajuéi u obzir da je usled nepoznatog T J=0, uz koriséenje uslova A,=-1,
(44).(6),(8a) i (9a), iz daljeg razrnatranja mogu se iskljuciti koordinate spregnutog vektora A
v i=1,2,3, kao i mnozitelj p.

. =1 (10)
P = 2mE

pde je Ex kinetika energija krutog tela.
Optimalna upravljanja odreduju se iz uslova

(/2 X
- — y = {1 7)
72 iﬁO 7=1273

pri éemu je neophodno ispunjenje Kelijevih uslova za visedimenzioni vektor upravljanja [10].
s obzirom da Kelijeva matrica ima oblik

(o) [0 ¢
P S

vidi se, s obzirom na (10), da je opa matrica pozitivno definitne kvadratne forme, a samim
tm su ispunjeni Kelijevi uslovi. 1z uslova (11) slede optimalna upravljanja:

uy = pypa(mag?)”!

Uy =-2mg + pypa(mag?)”
2 -1

p3402(mq )

koja zavise iskljucivo od faznih koordinata.

(13)

Us

Zamenom (13) u (2) iz uslova (3a) i (3b) dobijaju se jednacine brahistohronog ravnog
kretanja krutog tela

s =1+ 1‘2(0”')2(4")'2]7‘5}(ﬂf - sin pr)

;’2 (1-cos pr)

23 =37 (417) " ')

gde se konstanta p i vreme T odreduju iz prva dva uslova (3b), numericki u op3tem slucaju.

(14)

g2(sr) =

Neka su zadati krajnji uslovi zadati:

. r 7 .
V" =a-5 g =2 ¥ =% ,a>0

(15)

i neka je i=a¥3 . Tada se moze i analiticki odrediti

~.

a
7= T=n- p
&ime je zadatak u potpunosti resen.

Uzmajudi i=0 (koncentrisana masa), prve dve relacije (14) predstavljaju jednacinu
cikloide, koja je redenje klasiénog Bernulijevog problema brahistohronog kretanja tacke u
ravni.

Istovremeno, iz (14) sledi da je kriva kod brahistohronog kretanja tacke izmedu dva
polozaja u prostoru ravanska. Naime, formalno stavljajuci i=1 i uzimaju¢i za generalisane
koordinate

P'=xy  Gr=ry P=Im (vl
koordinate tatke M u prostoru relacije (14) daju konaéno redenje zadatka. Putanja tatke M
je, naravno, cikloida,ali u ravni odredenoj treom relacijom. Sve navedeno vaZi i za
brahistohrono translatorno kretanje krutog tela.



4. REALIZACIJA UPRAVLJANJA

Posto su poznate konagne jednagine kretanja (14), mogu se odrediti i upravljanja
resavajuéi direktan problem dinamike, a za konkretne brojne vrednosti prethodnog poglavlja:

1 .
uy (1) = 5 &m sin pt
112(1) = gm(cos Pt = 1) (17)
3 .
u3(2) = 5 gmasin p!
Ukoliko za upravljacke sile uzmemo aktivne generalisane sile, onda se optimalno
upravljanje moze ostvariti ukoliko se one menjaju prema (17). Takode, mogu se kombinovati
na razne nacine aktivne sile i nametnute mehani¢ke holonomne idealne veze. Posebnu

paznju posveticemo upravljanju bez dejstva aktivnih sila. Neka su, u skladu sa konacnim
jednacinama kretanja (14), odabrane idealne holonomne mehanicke veze

fig7)=0 =12 ;=123 (18)
S obzirom da je:
2
> 2, i : (19)
u; = 2, A1 - =123
/ 12;1 L oq/ “
i daje:
du ;
rang{;ﬁ} =2 (20)

iz relacija (19) jednoznaéno su odredeni mnozitelji veza A1(t) i A2(t), cime je zadatak u
potpunosti resen.

Materijalna realizacija ovakvih veza moZe se izvesti na beskonaéno nacina. Na
primer, bilo koje dve tacke krutog tela mogu imati nametnute putanje koje inace treba da
imaju pri optimalnom kretanju, koje je unapred odredeno. Kao najinteresantnija autoru se
ucinila ideja da se upravljanje realizuje kotrljanjem pokretnog centroida (rulete) po
neépokretnom centroidu (bazi) [9]. Naime, svako ravno kretanje krutog tela jednoznacno se
mozZe ostvariti na napred navedeni nacin, pri ¢emu su jednacine u parametarskom obliku
nepokretnog:

,r/,=,r‘.——¢~y[=,rp(/)

121,

odnosno pokretnog centroida:
£,=¢" s sinp -, cosp)=¢,(4) (22)
Np= q‘)“'(j". cos @ + y.sin (a) =1 ,()

gde su Cg i Cn ose koordinatnog sistema vezanog za kruto telo (slika 1). Po3to su konacne
jednaéine kretanja poznate, odredene su i (21) i (22), na primer:

e a[%(ﬁ[ —sin pr)-2sin pr(1-cos pt)"l] (21a)
y, = a(2-cos pr)
pokretni

centroid

3 5
nepokretni ‘ &

centroid

N

Slika 2



122.

Na slici 2 prikazana je realizacija brahistohronog ravnog kretanja krutog tela
kotrljanjem bez proklizavanja rulete (22) po bazi (21), za a=1[m].
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ABSTRACT:

The motion of a rigid body beetwen two given position in a horizontal plane during the shortest possible time has
been solved in this paper. During this motion a nonholonomic constraint in the form of the Chaplygin’s blade is
imposcd upon the body. The conscrvation of the mechanical energy is maintained independently of the constraint.
The problem is postulated as a problem of the optimal control and has been solved by the application of the
Pontryagin's Principle. This problem is singular by using dynamic cquations and it is ncccesary to apply Kelley's
conditions. The other method of the solution is based on the usage of generalized velocites as controls. The
application of both of the methods mentioned yiclds to a two point boundary problem during an unknown time
interval. By introducing the "undimensional time" the problem is reduced to a classical boundary problem. As a
confirmation of the mentioned modcl, the example of the motion of 2 rigid body ina planc hasbeen solved numericaly
by applying the finite difference method. The aralysis of the realization of the mentioned motion is also given. A
possiblc way is to imposc an additional ideal holonomic constraint without influcnce of any active force.

1. UvVoD

Rezultati savremene matematicke teorije optimalnog upravljanja [1] nasli su svoju
primenu u raznim problemima optimalnosti u mehanici [7]. Jedan od njih je i odredivanje
optimalnog upravljanja kretanjem mehanickog sistema kod koga postoje mehanicke veze
uporedo sa nametnutim drugim ogranicenjima na fazne promenjive. U radu [6] autori daju
postupak resavanja ovakvih zadataka, a takode ukazuju na sustinsku razliku napred navedenih
ograni¢enja i mehanickih veza. Osim toga, pokazana je razlika izmedu zadataka gde postoje
holonomne ili neholonomne mehanicke veze, usled &injenice da neki autori ([2]str. 81) sva
fazna ogranicenja nazivaju holonomnim vezama.

U ovome radu relava se zadatak optimalnog upravljanja kretanjem (minimizacija
vremena) krutog tela u horizontalnoj ravni pri postojanju mehanicke neholonomne idealne
veze, a sa nametnutim ograni¢enjem neizmenjivosti mehanicke energije. Ovakav zadatak



