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- SUMMARY

The time interval minimization of rigid body motion with constant mechanical energy has been
considered in this paper) Generalized coordinates are Cartesian coordinates of mass center and the Euler an les,
that are specified at the initial and the final position point. Problem has been solved by the application of the
Pontryagins principle. Finite difference method has been applied in order to obtain the solution of the boundary
value problem.

1.UVOD

Poznati Bemulijev problem brahistohrone 5] iz 1696. godine postavio je temelje mnogih istraZivanja

u analitickoj mehanici. Pomenimo rad [3] , gde su izvodene diferencijalne jednadine kretanja materijalnog

 sistema i reSavani odredeni zadaci kretanja krutog tela. Koriscenjem klasiénog varijacionog raéuna dobi jene

su diferencijalne jednacine brahistohronog kretanja nekonzervativnog mehani¢kog sistema [4]. U napred

navedenim zadacima, a u cilju kona¢nog resavanja, neophodno je refavati dvotadkaste grani¢ne probleme
sistema obi¢nih diferencijalnih jednacina ili, &ak i za specijalne slucajeve, reSavati sloZene algebarske probleme.

S obzirom na ekvivalenciju odredenih zadataka klasi¢nog varijacionog racuna i zadataka optimalnog
upravljanja, navedeni problemi se mogu formulisati i reSavati primenom Pontrjaginovog principa [7]. Cil;
ovoga rada je dobijanje konaénih jednacina brahistohronog op3teg kretanja krutog tela, §to predstavlja nastavak
istraZivanja rada [2]. U njemu [2] je dato analiticko reSenje za slucaj ravnog kretanja, kao i realizacija
upravljanja. U ovome radu neophodno je bilo primeniti odgovarajuce numeri¢ke metode [8].

TeZkoce numeri¢ke prirode predstavljaju limitirajuci faktor primene teorije optimalnog upravljanja u
mehanici. Cinjenica da danas ne postoji opsti algoritam i odgovarajuci programu za reavanje dvotaékastog
grani¢nog problema principa maksimuma, svaki uspesno re3eni zadatak ove vrste &ini vrednim paZnje. O tome
svedoce 1 neki nedavno reseni problemi iz upravljanja mehanickih sistema [9].

Pojedini rezultati ovoga rada nalaze se i u disertaciji [1].

2.POSTAVKA ZADATKA OPTIMALNOG UPRAVLJANJA

Resava se zadatak odredivanja konaénih jednacina kretanja krutog tela u polju Zemljine teZe izmedu
dva zadata poloZaja za minimalno vreme i uz neizmenjenu vrednost mehanicke energije. Posto su zadate
pocetne i krajnje vrednosti generalisanih koordinata ( koordinate centra masa xc, yc i zc kao i Ojlerovi uglovi
v,0i¢) anei vrednosti generalisanih brzina, za upravljanja se mogu uzeti projekcije vektora brzine v; kao i
pgcl)jikcije vektora ugaone brzine wj na glavne ose inercije krutoga tela. Zadatak optimalnog upravljanja ima
oblik:

; : | . =]
%, =v| Y =wsingsin 6 +w,)cospsin 6
Ye=vy 6 =W COSQY —w, Sing

Z.=v3 ¢ =w3 —wsing ctghd - w, cosp ctgh
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E(VIZ + V22 + sz +llza)12 +122a)22 +i32(0§)"g}’c =0

1o =0, x.(0)=xc0, ¥(0) = ypp, 2.(0) = 2., w(0)= Vo, 0(0)=90' (0(0)=(0o
Hh="? Ic(’l)': Xels yc(’l)=ycl’zc('l)=zcl’ W(’l)’: Vl’g(’|)=al’ (0(’])=¢1

!
J= fl dt ——nfl
' (@))

0
gde je ¢ ubrzanje Zemljine teZe a i, k=1,2,3 polupreénici inercije za glavne teZi¥ne ose.

Na zadatak (1) svodi se i odgovarajuci zadatak sa singularnim upravljanjima [1] ukoliko se za
upravljanja uzmu odgovarajuce projekcije glavnog vektora i glavnog momenta za sredite masa svih sila koje
deluju na telo.

3.ANALIZA RESENJA
Da bi resili zadatak (1), napisimo Pontrjaginovu funkciju [7] :

H = Jy+ AV + vy + Agvy + yxl(a}l singsin~! +w,) cosgsin ™! 0) +
+ ¥ (“’1 COs @ — w; sin qp) + y/3(w3 —wsing ctgh - w, cosqpcth) )
I spregnuti sistem diferencijalnih jednacina:
=0 ¥ =0
4 , . =D . el o
h=-pg yy= wl(sm @ cosf sinpy| —sin “ @sin (0;4/3) +
. ;1D

+ wz(sm 6 cosb cospy) —sin “ 6 cos¢y/3)

k=0 Y3 = —a),(sin_l 6 cospy) - y; sing — ysctgh cos;o) +

+wy (sin_l 6 sin py) + v, cosp - y3ctgl sin ¢) ®

gde je p mnoZitelj veze iz zadatka (1).

Posto su upravljanja iz otvorenog skupa, uslovi optimalnosti postaju:
A-p=0 y sin”'g sin@ + Y, cosg — y3ctgh sing — pilza)l =0

H-pn=0 y sin”} 6 cosgp - y, sing - y3ctgh cosgp - pi22w2 =0

2
,{3—pV3=0 y/s—p;3w3=0 )
Mnoizitelj veze odreden je iz uslova:
H=0 4=-1 ()
tako da je njegova vrednost:
1
p= ©)
28y,

pa su odgovarajuca optimalna upravljanja:

2gy, . ;
vi=284y, o= .)z“(wlsm lgsmq)+¢/2cos¢—w3ctg0smqp)
J|

(
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e o= .
. ; (y/l sin”' 6 cosg - W, sing - yactgh cosq:)
42

2gy
’3)

Vy = 2-‘:12)}(,‘ Wy =

vy =28hy, @3=——5y3
‘ (i3)? 0

eded Pre nego $to, nakon zamene (7) u (1), pristupimo reSavanju dvotackastog grani¢nog problema uo¢imo
sledece:
a) putanja centra masa je ravanska kriva, jer je na osnovu (1),(3) i (7)
dx

—< = const. 8)

Zc

pa, bez ogranicenja opstosti, moZemo uzeti:
2(1)=0, tet,.n] ©)
b) konaéna jednacina kretanja:

g
Vi =—2—(l—cospl) (10)

p

ima isti oblik kao kod brahistohronog kretanja materijalne tacke ili ravnog kretanja krutog tela [2].

¢) u sluéaju da je elipsoid inercije stera (i1=i2=i3=i ), na osnovu (1), (3) i (7), vektor ugaone brzine je
konstantnog pravca. Za opsti slu&aj elipsoida inercije pravac ugaone brzine je promenljiv.

4.ANALITICKO RESENJE ZA SLUCAJ SFERE INERCLJE

Po3to je pravac vektora ugaone brzine ovde konstantan, sledi da se promena orijentacije krutog tela
ostvaruje rotacijom oko ose takode konstantnog pravca. Pravac i ugao mogu se odrediti na osnovu teorije
konaénih rotacija [6]. Naime, poznavanje Ojlerovih uglova na pocetku i kraju intervala kretanja omogucava
da se izradunaju vektori konacnih rotacija: Oo koji odgovara rotaciji izmedu poloZaja 9=0=y=0 i pogetnog
polozaja, 01 koji odgovara rotaciji izmedu poloZaja ¢=0=y=0 i krajnjeg poloZaja, kao i O za rotaciju izmedu
pocetnog i krajnjeg poloZaja. Pri tome koristimo vezu Ojlerovih uglova i vektora kona¢ne rotacije [6]:

o, -Q, - ) - = g + -
Z(Sin;‘-cos-% 5 w—"—i +sin—2isinfs Ps j+c057’sinz—’—¢=’-k)

6’—‘- = s=0,1
4 2] + 2
conL-cop T —ts. an
2 2
kao i pravilo o oduzimanju rotacija 6] :
- 1 = o= M=
6 S 6,-6, +—2-00 x 0
1+ 190 08 . (12)
lzracunavanjem vektora T odredeni su i jedini€ni vektor ¢ ose kona&ne rotacije kao i ugao y , jer je:
6 =2¢tan 2 (13)
2 .
Na taj nacin zadatak (1) svodi se na :
t
1 ;
X, =V E(v12+v%+i2w2)—gyc=0 fdl—)mf
l(l

Ve =V2 lp=0 xc('o):xc(o) yc(’o)=)’C(o) a(10)=0

a=w (=" xc(’l)=xc(l) yc\'1)=ycm aln)=x ()

koji ima analitiéko resenje, kao i u slu¢aju brahistohronog ravnog kretanja [2], na S&emu se ovde necemo zadrZavati.
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5.NUMERICKO RESENJE
Resimo zadatak (1) kada je zadato:

n
Xco =0 [m]’ ch=| [ﬂ’\], Vo =0, 90=—6-' ¢o=0
n n w
xCl =1 [m], ycl =1 [m], l//l =;, 01 =?’ ¢l =?

ij =5,5[m] iy =3,5[m] i3 =1,5[m)

Po3to ¢ nije zadato, uvodenjem bezdimenzionog vremena '
0<r'<l, t=T-r, n=T
na osnovu (1),(3),(6),(7) i (17) imamo sledeci sistem diferencijalnih jednaéina:

(xc), =2824y.T

(yc)' =28Ahy.T
o2y,

(v) old| ( 2

(Wl sin”! @ sin @ + y; cosp — wictgh sin q)) sin @ sin~ Lo
J

3 (vz, sin~ 0cos¢ ¥ sing - y3ctghd coscp) cosgsin~ o }

('z)

' 2 il .
(8) =T[ —gy—;*(w, sin I(Jsmqp+ W) Cosg — y3ctgh smcp)cosq:—
i

( (V’l sin”~ 0cos¢ ¥ sing - ysctghd cos¢) sin ¢ J
4.

2gy, v - 2gy,
("3)2 (’l)

(Wl sin”' @ CosQ - y; sing — y3ctgh cosqo) cosgetgh ]

(p) =7

(y/l sin”! @ sing + y, cosg - y3ctgl sin ¢)sm¢ctg€ -

('2)2

(w:,)':T U;(wl sin_lﬁsin¢+y/2 cosqo-mclgasin(o)-

(1)

-(sin_2 6 cos@ sin gy - sin 2 @ sin ¢v/3) +

( (V’l sin~ Gcosrp w3 sin @ — y3ctgh cos¢)
2

.(sin-2 0 cosf cospy) - sin"2 8 coscpw;) }
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[ 28y,

(WJ) =1 ( )2 (V’l sin_lﬁsinlpﬂyz cosga—w;ctg&singo)-
h
¢ =] .
-(sm 8 cospy) - v, sing — ysctgh cosqp) -
& ZXJQ ( | 9 .
5 (¥isin COsy — yp sing - yictgh cosy| -

(i2)
-(sin—l 0 sin py + Yy cosp — yictgh sin ¢) }

(1) =0 8)

gde je sa oznakom ( )’ oznaceno diferenciranje po ¢ °. Problem je sada sveden na slu¢aj zadatog intervala
nezavisne promenljive, a grani¢nim uslovima (15) treba dodati uslov u poetnoj ta&ki :

2
1 28y -
E[ (2gllo}’co)~2 ¥ (2glloyco)2 ¥ (_——i(Wlo sin”! 5 sing, + yy, cOSP, ~

(h)z

(19)

2
TR 2 (Zgyco) in-' o _ ) 2
30C180, sin g, | +———(y),sin" 8, cosp, - y,, sing, — y3,ctgh, cosp, | +

02)2

tako da ih ima 11, kao i diferencijalnih jednaéina (18).

Zadatak je reSen primenom programa (8] zasnovanom na metodi konacnih razlika sa tolerancijom

relativne greSke 10, Na slici 1 prikazana je putanja centra masa kao i zakoni promene Ojlerovih uglova.
Ujedno je izra¢unato i vreme kretanja =0,959330 [s).

o . . e e e = ey e
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‘ Cinjenica da Je upravljanje iz otvorenog skupa, kao i glatkost dobijenog refenja omogucila Je relativno
Jednostavnu primenu numerickih metoda. Medutim, zadaci iz upravljanja kretanjem mehani¢kih sistema sa
upravljanjima iz zatvorenog skupa zahtevaju dosta sloZeniji postupak re3avanja. Primeri se mogu nadi iz
dinamike sistema krutih tela [1] ili u dinamici tela promenljive mase [9).
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