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SUMMARY

The variational problem with inequality constraints has been solved by the application of the Green
theorem in the flight mechanic before the maximum principle appearing. Method has been applied on optimal
control of mechanical system with one DOF in this paper. Nonpotential generalized force has been taken as
control. The optimal control problem has been solved in some particular case.

1.UVOD

Pocetkom pedesetih godina, pre pojave principa maksimuma, Angelo Miele je razvio metod za
reSavanje odredene klase varijacionih zadataka zasnovan na primeni Grinove teoreme [5]. Metod je omogucio
veomaefikasnoi jednostavnoreiavanje velikog broja zadataka izmehanike leta [5,6,7).

Namera ovoga rada je da prosiri primenu Metoda Miele na optimalno upravljanje kretanjem sistema
krutih tela. Naime, teSkoce numeri¢ke prirode ograni¢avaju primenu postojecih postupaka izrac¢unavanja
programskog optimalnog upravljanja ( princip maksimuma ili dinami€¢ko programiranje ). U radu [4] dat je
opsiran pregled rezultata iz upravljanja robotskim sistemima. Iz pregleda se moze uo€iti da se usled pomenutih
teskoca vezanih za izracunavanje optimalnih upravljanja odustaje od optimalnih, vec se izraGunavaju odgovarajuca
suboptimalna upravljanja (npr. dekompozicija, uproicavanje modela, trazenje upravljanja zadatog oblika i sl.).

Usled "prokletstva dimenzionalnosti” dinamickog programiranja [9], ovim postupkommogu se uspesno
reSavati uglavnom zadaci vezani za mehaniéke sisteme sa jednim stepenom slobode. Na jedan stepen se svodi i
zadatak optimalnog upravljnja manipulatora sa tri stepena slobode i zadatom putanjorn vrha hvataljke, reSavan u
radu [10].

U ovome radu, primenom Metoda Miele, daje se jednostavniji postupak odredivanja optimalnih
upravljanja za opsti sluaj mehanickog sistema sa jednim stepenom slobode. Ukazuje se i na vezu sa
singulamim upravljanjima [2,8]kojasedobijaju primenom Pontrjaginovog principamaksimuma [3].

Resen je odgovarajuci zadatak optimalnog upravljanja na primeru jednog uproicenog klipnog me-
hanizma.



2.KRATAK PRIKAZ METODA MIELE
Metod obuhvata odredivanje funkcije y=y(x) koja saopstava ekstremnu vrednost funkcionalu oblika:

k£ b4
H= j[w(x,y) + W(x,y)y']dx: Iqxir+ wdy (¢))

1 1

pri éemu sve dopustive krive koje spajaju zadatu pocetnu tacku I(x1,y1) i krajnju F(xF,yr) leZe u oblasti unutar
zatvorene krive £(x,y)=0 ( slika 1 ). Oblast se odreduje na osnovu ograni¢enja veli¢ina x, y i y*.

Elxy)=0

Slika 1 Slika 2

Metod ispituje razliku funkcionala AH za razlicite dopustene funkcije, npr. one kojima odgovaraju krive
IPF i 1QF :

AH = I(pdxw wdy - I(pdx+ yady = §M+y/dy 2)
Q1 IPF IQFP]
Ako je AH>(), a odreduje se minimalna vrednost 4 , Tada Je kriva IPF “bolja" u smislu optimalnosti.

Ukoliko je jo3 i AH>0 za proizvoljno izabranu krivu IQF , onda je funkcija y=y(x) kojoj odgovara kriva IPF
reSenje postavljenog problema.

Ako su funkcije @(x,y) i y (x,y) zajedno sa odgovarajucim izvodima neprekidne u posmatranoj oblasti
X, tada se prema Grinovoj teoremi (2) transformise u

{2 )
AH = {IL% = %}dxdy = {Iw(x,y)c&dy 3

gde je funkcijuw(v,y) A. Miele nazvao fundamentalna funkcija. Linija njenih nula o(x,y)=0 , u opitem slucaju,
sece dopustivu oblast ( slika 2).

Funkcija kojoj odgovara kriva IMNF optimalna je u smislu minimalnosti H, jer je za proizvoljno
izabranu krivu AH>0. Na primer, proizvoljno izabrana kriva ICKDF koja jednom preseca liniju o(x,y) =0
odgovara tunkciji za koju je :

AH = J-(/xlx+ wdy — Iqxbu wdy:—jjwdxdy-r”wdxdy>0 (@)
ICKDI IMKNFK a p
U sluéaju da se linije o(v,y) =0 i ¢(x,y)=0 ne seku, optimalna kriva leZi na granici ge(x,y) =0 sa

odgovarajucim smerom. AKo su nametnuta i odgovarajuca izoperimetrijska ogranidenja:

A
“‘Pl(w)+ Wn(x,y)y']dr=C (5)

]
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tada se uvodenjem konstantnog mnoZitelja A formira novi izraz za razliku funkcionala:
AH = gqp.dx + y/'dy = ”w. dxdy
I1QFPI a
. ..
¢ =@+dp v =y+iy
ov' o 0 (6)
ox Ody

(u.(x,y,l) =

i postupak je kao u prethodnom sluéaju. Umesto krive v(x,y)=0 imamo Jednoparametarsku familiju krivih
o*(x,y,A)=0. Funkcija @*(x,y,A) naziva se prosirena fundamentalna funkcija. Mnozitelj A odreduje se iz (5) .

Cinjenica da se ovom metodom dobi ja apsolutni minimum, daje joj prednost u odnosu na ostale metode.
Nedostaci metode su teskoce vezane za odredivanje dopustive oblasti, kao i primena na veci broj promenljivih.
Dopustive oblasti se uglavnom uspesno mogu odrediti ako je jedna promenljiva prema svojoj fizi¢koj prirodi
monotona ( npr. vreme ili promenljiva masa rakete ). Zbog toga je ovaj metod nasao veliku primenu u mehanici
leta. Drugi nedostatak onemog\uc’ava primenu na mehanicke sisteme sa vecim brojem stepena slobode.

\

3. OPTIMALNO UPRAVLJANJE KRETANJEM MEHANICKOG SISTEMA
SA JEDNIM STEPENOM SLOBODE

Razmotrimo zadatak optimalnog upravljanja mehani¢kog sistema sa jednim stepenom slobode:

g=a(q)p
1 2 ol

,',=_—-w(q)p2— (q)+u Alg.p) <u<B(g,p)
2 (7([ (7([

L, =0, ‘/(0)=q0, p(0)=[)o
{

n=" q(n)=q¢', pn)=p J=ff°(q,p)dl—>inf
0

Q)

gde je ¢ generalisana koordinata, p generalisani impuls, a(q) inercioni koeficijent, [1(g) potencijalna energija
a za upravljanje « uzeta je ograni¢ena nepotencijalna sila.

Na osnovu Pontrjaginove funkcije [3] :

J/’=/‘of"(q,p)ﬂm(cﬂpwl[—%i;%pz —%W) (®)
kao i uslova :
H=0 i =-1 i_’J:-—- g’—%=0 )
dobija se jednacina singulame linije u faznoj ravni :
—f"(q,p)v*p(;—ff;(?lﬂ B

koja odgovara singulamom upravljanju «, koje uzima vrednosti iz unutradnjosti skupa dopustivih
upravljanja odredenim na osnovu (7).

U cilju primene Metoda Miele, najpre je potrebno odrediti dopustivu oblast u fa_tznoj q-p ravni, i to
integracijom jednacina kretanja za u=A(q p) i u=8B(q,p) iz pocetne, odnosno za u=A(q,p) i u=B(q p) "unazad
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iz krajnje tacke. Cinjenica da se u vecini problema moze predvideti monotonost generalisane koordinate
olakSava postupak odredivanja.

Funkcional H(1) iz (1), prema (7), postaje:

. ff"(q,p)

——dg +0d
palg) 7P o)
4 fundamentalna funkcija:
/%,
hﬁ*(q__a)_ - fn(q!p)
(U(q’[)) e p 2 (]2)
palq)

Na osnovu (12) vidi se da linija nula fundamentalne funkcije predstavlja singulamu liniju u faznoj ravni
(10) i u tome je sustinska povezanost Metoda Miele i teorije singulamih optimalnih upravljanja.

U problemima minimizacije vremena upravljanog kretanja ( f°(¢,p)=1) fundamentalna funkcija ima
oblik:

1

w(‘h/’) = pza(q)

odakle sledi da se ta¢ka u faznom prostoru sve vreme krece po granici dopustive oblasti.

>0 (13

U zadacima sa zadatim vremenom ¢, odnosno izoperimetrijskim ograni&enjem:

£ co
/°(4.p)

dg +0dp =1
',-[Pa(q i 19

linija nula fundamentalne funkcije ( singularna linija u faznoj ravni ) ima jednacinu :

0
pﬂf (q,ﬂ)_f,,( , -

i q p) = A=const.
Za sluéaj f°=f°(4) na singularmom delu putanje podintegralna funkcija funkcionala (7) je konstantna,

odnosno jednaka nuli ako 11 nije zadato, $to u konkretnim zadacima ima i odgovarajuce fizi¢ko tumadenje.

4.PRIMER

Re3imo zadatak optimalnog upravljanja kretanjem upro3cenog klipnog mehanizma ( slika 3 ), koji se
sastoji u odredivanju zakona promene momenta M sprega tako da se, za zadato vreme, mehanizam krece




minimalnom srednjom vredno3cu kineticke energije, pri &mu je vrednost sile u spojnoj poluzi ograni&ena

(I51s §*).

Na osnovu diferencijalnih jedna¢ina kretanja u prekobrojnim koordinatama ql iq2 , veze izmedu njih
kao i ograni¢enja |§ |< §*, zadatak se konaéno moZe napisati u obliku [1] :

q1=—p) to=0 g'(0)=LV3 p1(0)=0
Py =¥ 4 q'(rl)=L (n)=o0
s” 'f 241‘2‘(‘1‘)2”2 .
|“IlSZ_I':(I J= OPI P _(ql)2 2—mdl—>mf ) (16)

Oblast dopustivih upravljanja ( slika 4 ) ograniéena je linijama :

(ql)2+;.:(P12)=3L2, (‘Il)z—;.l;n(Plz):Lz, i p=0 (17

D

gde sama linija p;=0 ne pripada dopustivoj oblasti, a odgovara beskonaéno velikom vremenu f].

Py F(L,0) I(L{3,0) -
- =
A=T=const.
A(L2,-10.55*mL)
Slika 4
Funkcional (1) tada postaje :
. 2
Lo " 4if=lg']” +*
1 q
u:I;pl 2( )1 g +0dpy (18)
i 4L -(q

pri éemu je izoperimetrijsko ograni¢enje :

/
m 19)
j——dql +0dp) =1, (
. P
i
U tom sluéaju izraz za razliku dva funkcionala ima oblik :
[ 2 (12,2
4L° -\q') +i m H . 1 20
AH:&%PI_——_( ) +A— dg" +0dp) = |} & dg’dpy (0

2
1 P
41} - (q ) ! _| D
gde je prosirena fundamentalna funkcija:

98



2
. 14L2—(q]) +i? p "
W = 1
2 2 @n
2 42 _(q ') Pi
Linija njenih nula, kojoj odgovara konstantna vrednost kineticke energije, deli dopustivu oblast na dva
dela ( slika 4 ). Uporedivan jem bilo koje krive, npr. IEDF, sa 1BCF razlika funkcionala bice:

AH=I_‘.(u‘dq]dpl —ij.dqldpl +_U.a)‘a'qla'pl >0

a p y 2)

Sto znaci da je optimalno resenje fazna tiajektorija IBCF. Vremena Koja odgovaraju tatkama B i C odreduju
se numericki tako da zadovolje krajnje uslove za q° (1)1 pi(tr) v zadatom trenutku 1.

Zadatak minimizacije vremena kretanja izmedu tacaka I F, sa ograniéenjem|S|< S*, kao reSenje ima
trajektoriju IAF ( slika 4 ), 5to Je posledica izraza za fundamentalnu funkciju (13).
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