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Razmatra se problem izrac¢unavanja po delovima singularnih upravljanja sistema krutih tela. Na osnovu
uslova principa maksimuma, Kelijevih uslova i uslova sprezanja izvrSena je analiza strukture optimalnih
upravljanja. Pri numerickom refavanju dvotackastog granicnog problema principa maksimuma, umesto
nepoznatih pocetnih vrednosti spregnutog vektora, jednostavnije se odreduju vremena prekida upravijanja.
ReSen je do konacnog reSenja primer minimizacije vremena upravljanog kretanja sistema sa dva stepena

slobode i ogranic¢enim upravljanjima.

1. UVOD

Primena savremene matematicke teorije optimal-
nog upravljanja [1,2] na konkretne mehanicke sisteme
ograni¢ena je teSkocama vezanim za izraCunavanje op-
timalnih upravljanja. Naime, reSavanje dvotackastog
grani¢nog problema principa maksimuma danas nema
opsti algoritam i odgovarajuce programe. Primena po-
stojecih programa (npr. [3]) nije uvek uspesna, prven-
stveno usled numeri¢ke nestabilnosti [4]. Neki od
vaznijih problema iz upravljanja telom promenljive
mase reseni su tek poslednjih godina [5].

Pri izracunavanju programskih optimalnih upra-
vljanja za sisteme krutih tela, kada su upravljanja ne-
potencijalne generalisane sile ogranicenih koordinata,
javljaju se problemi posebne vrste. Oni se sastoje u
tome $to su upravljanja u toku vremena delom na
granici oblasti dopustivih upravljanja a delom unutar-
nje, i to naj¢es¢e singularna [6].

Autori rada [7] prevazidli su problem numericke
nestabilnosti odredivanjem trenutaka dolaska i silaska
sa singularne hiperpovrsi tacke u faznom prostoru
umesto nepoznatih pocetnih vrednosti koordinata
spregnutog vektora [2]. To Ce biti ucinjeno i u ovom
radu.

Pitanje izratunavanja singularnih upravljanja za
robotske sisteme prvi put su postavili autori rada [8].
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Medutim, kako je pokazano u [9], njihovo reSenje nije
optimalno usled nezadovoljenja odgovarajucih po-
trebnih uslova optimalnosti. Kao $to se moZze videti iz
preglednog rada [10], do tada niko nije uspeo do ko-
na¢nog redenja izraCunati optimalna upravljanja sa
singularnim delovima. Osim toga, moZe se uociti da su
teskoce racunske prirode dovele do odustajanja od
optimalnih i odredivanja odgovarajucih suboptimal-
nih upravljanja.

Autor ovoga rada u radu [11] uspeo je za manipu-
lator istog tipa kao i u [8] izraCunati optimalna upra-
vljanja sa singularnim delovima. Nastavak istraZivanja
u radu [12] sastojao se u ispitivanju mogucnosti posto-
janja singularnih upravljanja za sisteme tela sa ci-
klitnom koordinatom. Data su i fizi¢ka tumacenja sin-
gularnih upravljanja.

U ovome radu reSava se problem izracunavanja
optimalnih upravljanja jednog sloZenijeg sistema kru-
tih tela [13] u odnosu na [11].

2. POSTAVKA ZADATKA OPTIMALNOG
UPRAVLJANJA

Razmotrimo zadatak optimalnog upravljanja kre-
tanjem sistema krutih tela:
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ja, n broj stepena slobode, » U, j=1,...,n, nepotencijalne
generalisane sile (upravljanja) a konstante A4; i B,
J=1,..., n, odreduju oblast dopustivih upravljanja.

Resavajuci zadatak (1) primenom Pontrjaginovog
principa [2] dobijamo nesingularna resenja:

0K
A"O } <1
u = j=1,..n (2)
J oK é
B,,——-—>0
du

gde je K Pontrjaginova funkcija [2]. Osim reSenja (2)
postoje po jednoj ili viSe koordinata u, i singularna
reSenja, duz kojih je:

K
“('.)‘q =() (3)

Nesto vise tesko se uops§teno moze reci o broju
singularnih upravljanja (3). Autor je u [12] pokusao
da, za sasvim usku klasu sistema tela, ukaZe na (ne)
mogucnost postojanja i fizitko tumacenje singularnih
upravljanja. Vise rezultata moZe se naci u disertaciji
[13], a na osnovu njih, u daljem tekstu, resice se prob-
lem izracunavanja programskog optimalnog upra-
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vljanja na primeru sistema tela sa dva stepena slobode
u zadatku minimizacije vremena.

Sistem ¢ine homogeni Stapovi OA i AB jednakih
masa m iduZina L i 2L (sl. 1)
Zadatak optimalnog upravljanja (1) prelazi u [13]:
3
2mL?* (3 + 3cos q° + cos (2 7)) P

q' =
m=1kgL=1m

. 3 .
ir'= amrLa P My
D, =~ mgLcos q* +

3 —3sing? — 2sin2q> 2
T I (3 + 3cos g* + cos 2 ¢°)? Py

h

lu;| <2mglL, j=12 [ 1-dt— inf
=0, qi(t())=(), Pi(t,) =0 i=1,.2
n=7,q' () =5 =20, G2 () =% = 90°,

p(t)=0 i=1,2 (4)

Cije se reSavanje sastoji u odredivanju spregova ogra-
ni¢enih momenata koji za minimalno vreme prevode
sistem izmedu dva zadata stanja.

3. ANALIZA RESENJA
U cilju resenja zadatka (4), napiSimo Pontrjagino-
vu funkciju:

3 P, +
(3 + 3 cos g% + cos (2 tlz))l !

K=’10+/112mL2

3 w 2
Azmﬂ)z tvu +v
3 —3sing? — 2sin2q?
AmLZ (3+3cosq? + cos2q)2 Pl
i spregnuti sistem diferencijalnih jednacina:

A =0
|

uy—mgLcosq?+ (5)
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Nesingularna redenja imaju oblik:

u, = 2mgLsign (v)  i=12 (7)
Singularno upravljanje u, dobija se iz uslova:

V=9?=92=0 (8)
i ono odgovara konstantnoj vrednosti necikli¢ne koor-
dinate ¢ odredenoj izrazom:

cosq® = — % (9)
§to ima fizi¢ko tumadenje u minimalnom momentu

inercije sistema za osu prve rotacije.

Pri racunavanju singularnog upravljanja u, koristi-
mo uslove:

vi=ol=9l=0 (10)

i, uz pretpostavku p; = 0, dobijamo njegovu vrednost
HI = 0

Kelijev potreban uslov optimalnosti glasi [14]:

9 d? IK 3 3sing? + 2sin2q?

o —_—= : v220
uy d2 duy - 2mL2 (3 + 3c0sq2 + c0s242)2

(11)

a u zadatku (4) svodi se na uslov:
v 20 (12)

Naosnovu (7) i (12) sledi da singularno upravljanje
u; = 0 mozZe biti istovremeno samo sa u, = 2 mgL, §to
takode ima fizi¢ko tumadenje u nepoZeljnom "dejstvu"
odgovarajuce inercijalne sile.

Singularno upravljanje u, je drugog reda i ne moze
se sprezati u sklopu optimalne trajektorije sa, po delo-
vima neprekidnim, upravljanjem u, na nesingularnom
delu, jer ne zadovoljava uslove sprezanja [15]. Nasu-
prot njemu, singularno upravljanje u;=0, na osnovu
(7) i (11), zadovoljava potrebne uslove sprezanja [15]
ukoliko je u trenutku sprezanja ispunjeno (12), odno-
Sno u, = 2 mgL.
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Moguc¢nost singularnih upravljanja po obe koordi-
nate u, iu, otpada, jer tada, na osnovu (5), (6), (8),
(10)iuslova K =0 imamo neprihvatljivsludaj nultog
spregnutog vektora.

Na osnovu prethodne analize moZe se predloZiti
sledeca struktura optimalnih upravljanja:

0, te[0,1")
u, = {2mglL, e[,
—2mgL, el 0]
_ [ 2mgL, te[0,1')
“25 1 ~2mgL, e[, 1))
O<t'<t"<t"’<t1 (13)

4, NUMERICKO RESENJE

Pri numeri¢kom reSavanju neophodno je prethod-
no odrediti etiri nepoznata trenutka (13) koja obez-
beduju dase integracijom jednacina kretanja (4) zado-
volje Cetiri krajnja uslova za fazne promenljive. Pri
tome se mogu iskoristiti i odgovarajuci integrali siste-
ma (4), uzimajuci u obzir (13):

!
p ) =p,)= _Ful dt
0

7 T
9 2

T(ty) = T(t,) = —mgL + [ uydg’ + Judg®  (14)
0 0

odnosno:

ql(trn)=‘_i_+%6_7£__q2(’u)’ t1=2t1u_t: (15)

Taclke prekida upravljanja su:
t' = 0,401953 [s], t” = 0,531459 [s],

" = 0589703 [s], 1, = 0,777454 [s] (16)
a njihovo odredivanje znatno je jednostavnije od
odredivanja nepoznatih pocetnih vrednosti spregnutih
promenljivih, §to su prvi uocili autori rada [7].

U cilju provere uslova Pontrjaginovog principa
neophodno je integraliti spregnuti sistem (6). Pre-
thodno se osnovni sistem (4), uz uslov (13), integrali u
intervalu [0,t"]. Zatim se, uz uslove v2(t") =4, (t") =
0iA2(t")=100 (proizvoljna vrednost, usled homogeno-
sti sistema (6)), osnovni sistem (4) i odgovarajuce
jednacine spregnutog sistema (6) u istom intervalu
integrale "unazad". Najzad, uz uslov v!(0)=0, integrale
se osnovni (4) i spregnuti sistem (6) na celom intervalu
upravljanog kretanja. Naslici 2 dati su dijagrami faznih
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i spregnutih promenljivih. Numeri¢ki proradun izve-
den je Runge-Kuta-Vernera metodom petog i $estog
reda sa tolerancijom relativne greske 109,

Analizom rezultata uotava se da je:

=0, e[0,1")
vl >0, [E[ tprime,1'"")
<0 e[’ l]

>0, g,
<0, (€[ 1", 1]

N

(17)

§to, uzimajuci u obzir (13), u potpunosti odgovara
uslovima Pontrjaginovog principa (7). Osim toga, uz
uslov K = 0 koji proisti¢e iz neodredenog trenutka t,,
moZe se¢ izratunati i:

A = —mgLv*(0) <0 (18)
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pa su tako ispunjeni i svi uslovi principa maksimuma.

MoZe se uociti da je, u cilju izracunavanja po delo-
vima sisngularnih upravljanja za sisteme krutih tela,
neophodno bilo proveriti kao dopunu uslovima prin-
cipa maksimuma i druge potrebne uslove, Kelijeve i
uslove sprezanja. SloZenost problematike je takva, po
re¢ima autora rada [5], da je svaki uspeSno reSeni
dvotackasti graniCni problem principa maksimuma
vredan paZnje.
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COMPUTATION OF OPTIMAL PARTIALLY SINGULAR CONTROL
FOR SYSTEMS OF RIGID BODIES

This paper presents computation of optimal partially singular control for systems of rigid bodies. On the
basis of maximum principle, Kelley’s conditions and joining conditions analyses of structure of optimal
controls has been done. During the numerical solving of two point boundary value problem of maximum
principle, instead unknown initial value of costate vector switching times of controls has been determined.
Example of minimization of the time of motion in system with two degrees of freedom and limited controls
has been solved.
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