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Sazetak—U ovom radu prvo se razmatra jedan mehanicki sistem
gde je u cilju smanjenja neZeljenih vibracija primenjen prigus$ni
viskoelasti¢ni element tipa Scot-Blair-a frakcionog reda 0<a<l.
Primenjeno je upravljanje u povratnoj sprezi sa kasnjenjem koji
ukljucuje prvi i drugi izvod vektora stanja sa kaSnjenjem.
Posebno, razmatra se slu¢aj zatvorenog neutralnog sistema sa
kaSnjenjem frakcionog reda a=1/2, gde su dobijeni dovoljni
uslovi stabilnosti na konaénom vremenskom intervalu. Takode,
razmatran je i slucaj potiskivanja samopobudnih (chattering)
oscilacija u procesu rezanja metala. PredloZeno je upravljanje u
povratnoj sprezi sa kaSnjenjem koji ukljucuje i drugi izvod
vektora stanja sa kaSnjenjem. Formiran je odgovarajudi
kriterijum stabilnosti na konaénom vremenskom inervalu. Na
kraju, efikasnost predloZenog pristupa je ilustrovana na dva
pogodno izabrana numericka primera.

Kljucne reci- stabilnost na konacnom vremenskom intervalu;
upravljanje; neutralni sistem sa ka$njenjem; frakcioni racun

1. UvoD

Poznato je da prisustvo vremenskog kasnjenja, bez obzira
da 1i je ono prisutno u upravljanju i/ili u stanju dinamickog
sistema moZze da proizvede neZeljene prelazne karakteristike pa
Cak 1 do pojave nestabilnosti, [1],[2]. Prethodno pomenuti
slucaj veoma je Cest kada su u pitanju dinamicki sistemi sa
povratnom spregom, odnosno uoceno je da se to javlja i kod
odredene klase (elektro)-mehanickih sistema. Naime, u praksi
je Cesto od posebnog interesa, ne samo ispitivati stabilnost
sistema po Ljapunovu, ve¢ je od daleko veceg znacaja utvrditi
da 1i trajektorije sistema pri njegovom kretanju u prostoru
stanja dosezu ili ostaju unutar ranije propisanih granica. Sistem
moze da bude stabilan u smislu Ljapunova a potpuno
neupotrebljiv sa stanovista njegovih pokazatelja kretanja u
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prostoru stanja. Tu se u prvom redu misli na neprihvatljivo
dugo vreme smirenja ili nedozvoljeni preskok. U tom smislu je
od interesa da se dinamicko ponasanje sistema odnosno
stabilnost posmatra na konacnom vremenskom intervalu
(SKVI). Granice do kojih dostize odziv sistema bilo u
slobodnom bilo u prinudnom radnom rezimu predstavlja
veoma znacajan problem sa inzenjersko-tehni¢ke tacke
gledista, [2],[3].

Nedavno, u literaturi prouCavane su klase (elektro)-
mehanickih sistema C¢iji se dinami¢ki modeli mogu opisati
primenom savremene teorije frakcionog racuna, (racuna
necelog reda), [4], [5]. Takode, u radovima [6],[7] ispitivana je
i SKVI frakcionih sistema necelog reda sa kasnjenjem, gde su
dobijeni dovoljni uslovi stabilnosti SKVI. U radovima [8],[9]
dobijeni su rezultati koji se odnose na SKVI sloZenije klase
sistema tzv. neutralnih frakcionih sistema necelog reda sa
kasnjenjem koji ukljucuju i kaSnjenje koje se pojavljuje u
prvom ili vi§im izvodima vektora stanja.

Isto tako, u naprednim algoritmima upravljanja u povratnoj
sprezi sa kaSnjenjem sve su viSe zastupljeni slucajevi koji
ukljucuju drugi i visi izvodi vektora stanja sa kasnjenjem gde
se koriste prednosti takvog upravljanja u smanjenju nezeljenih
vibracija [10]. Sa druge strane, zakasneli signal u povratnoj
sprezi sa kaSnjenjem moze se tumaciti kao i kvalitetna
predikcija trenutne pozicije, brzine i ubrzanja na osnovu
njihovih zakasnelih vrednosti, [11],[12].

Predmet ovog rada je analiza stabilnosti SKVI za dva
mehanicka sistema necelog i celog reda gde je primenjeno
upravljanje u povratnoj sprezi sa kasnjenjem diferencijalnog
tipa koji ukljuCuje prvi i drugi izvod celog reda (DD2 tip) i
proporcionalno-diferencijalni sa drugim izvodom tip (PD2
tip). Osim uspeSnog potiskivanja nezeljenih vibracija u
sistemu cilj je odrediti nove kriterijumie stabilnosti SKVI.
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II.  STABILNOST JEDNOG MEHANICKOG PRIGUSNOG
SISTEMA SA KASNJENJEM

A.  Model mehanickog prigusnog sistema necelog reda

Dosta se Cesto u inzenjerstvu i tehnici srece slucaj
prigusnog mehanickog sistema sa oprugom i prigusnog
elementa sa jednim stepenom slobode koji je potvrgnut
harmonijskom pobudnom silom,[13],[14]. Ovde se razmatra
slucaj gde je prigusni element sastavljen od viskoelasticnog
materijala koji ima za cilj da smanji smanjenje nezeljnih
vibracija u datom sistemu. Posebno ovde se razmatra
viskoelasti¢ni element koji se moze opisati sa tzv. Skot-
Blerovim (Scot-Blair) modelom [15], (sl.1) koji pretpostavlja
da je priguSenje proporcionalno necelom (frakcionom) redu
izvoda promenljive pomeranja.

b

é_/\/\"/\/\_ u(t)
i m fosin(wt)
/

/ O @)

Pa 7 / a4

Frakcioni mehanicki prigusni sistem sa prigusnim viskoelasticnim
materijalom

Slika 1.

Prema tome, generalizovani model prigusnog mehani¢kog
sistema pod dejstvom harmonijske pobude i upravljanja je dat
sa:

mx(1)+c D x(t)+kx(r)=u(t)+ fosin(ewr) (1)

gde je sa tha x(t), 0 < a <1 oznacen frakcioni Kaputov
(Caputo) izvod koji je definisan sa [4]: )

’ —ald
CD,ax(t):;J‘(t—s) a[%}d& t>0, 0<a<l
0

r(l-a) s

Kao §to je predoceno u uvodnom delu prednosti uvodenja
¢lana u povratnoj sprezi koji je dat u vidu drugog izvoda
veli¢ine stanja koja ukljucuje kaSnjenje tj. ovde je primenjeno
u cilju prigusenja nezeljenih vibracija upravljanje u povratnoj
sprezi koja ukljucuje ¢lanove vektora stanja sa kasSnjenjem sa
prvim i drugim izvodom )'c(t—r), jc'(t—f) respektivno, tj.

upravljanje je DD2 tip celog reda:

u(t)=—k,x(r—7)—k, ¥(t—7), 3)
Odgovaraju¢i zatvoreni sistem je dat u vidu neutralnog
sistema necelog reda sa kaSnjenjem oblika: 4)

mi(t)+k, (1 —7)+k,x(t—7)+cDf x(t)+kx(1) = fo sin(ar)

Posebno, u cilju jednostavnosti i ilustracije samog pristupa bez
gubitka opstosti, ovde se razmatra slucaj sistema kada je

neceli red a =1/2, gde se uvode veli¢ine pseudo stanja na
slede¢i nacin:

x(1)= D x(1),

x ()= (1) = DI (D} (r)) = D}, (1),
x3(1)= D} x(1) = D} (%, (1))
#(1) = “Dfx(1) = D} (x5 (1)

gde se zamenom u (3) dobija, [3]:

&)

CD;/zx(t) =X (t)
D23 (1) = xa (1)

D2 x, (1) = x3(1) (6)
DI (1) = £(1) =S, (1) - 4(0)
—%xz(t—r)—%CD}/2x3(t—r)+%sin(wt)

Ako se uvedu sledeci vektori koji su oblika:

0)=[x(1)x ()5 (1) (1) ]+ F(£)=[0,0,0, £, sin (a) ]

zatvoreni sistem (3) se moze prikazati sada kao jedan neutralni
frakcioni sistem necelog reda sa kasnjenjem oblika:

‘DIF(1)= Ax(1)+ AX(t—7)+ A4 DFx(t—7)+ f (1) (7)

gde su matrice sistema Aj, Ay, Ay definisane sa:

0 0 0 0 00 0 O
0 0 00 o0 0 O
_ ®)
4=l0o o0 0o0/4A=00 0 0
k
B 00 -2~ 0
m m m
000 O
000 O
4=0 0 0 0
000 7k—“
m
sa odgovaraju¢om pocetnom funkcijom oblika:
x(t)zy/x(t),te[—r,O]. ©)]
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B. Stabilnost na konacnom vremenskom intervalu
mehanickog prigusnog sistema necelog reda

Ovde je od interesa ispitati stabilnost na kona¢nom
vremenskom intervalu (SKVI) zatvorenog sistema (7) u
prisistvu poremecaja oblika f sin(a)t). Pre toga, navodi se
sledec¢a definicija SKVI.

Definicija 1. [2],[3] Neutralni sistem sa kasnjenjem necelog

reda dat sa (6), koji zadovoljava pocetnu funkciju (8) je
stabilan na konacnom vremenskom intervalu u odnosu na

{5, g, tO,J,"(')"}, 0 < &, ako i samo ako je

lwilo <6 = |x(0)|<e vied. (10)

Graficka ilustracija prethodne definicije, data je na sl. 2

H,\‘( t)

wi) —0o0 —

-T 0 T /4 t

Slika 2. Graficka ilustracija prethodne definicije

FormuliSe se sledeCa teorema kojom je odreden novi
kriterijum stabilnosti SKVI.

Teorema 1. Neutralni sistem kaSnjenja (7) koji zadovoljava
pocetnu funkciju (9) je stabilan na konacnom vremenskom

intervalu u odnosu na {5, .1y, J,"()"}, S < &, ako je ispunjen

sledeéi uslov:

(1+a3) s o Jop "
(1—a3)E(x (1_a3)t +(]—a3)-]—‘(a+])|t| <g/d (11)

gde su f,, =\, +a,,a3 <1 a E, predstavlja

Mitag-Lefrevovu funkciju, a F(a) gama funkciju.

Dokaz: ResSenje neutralnog frakcionog sistema necelog reda
(7) je dat u vidu ekvivalentne Volterove integralne jednacine

(x(r) > x(t)):

x(t) = Yy (0) — A3y (_T) + A3x(t - T)

(12)

[Alx (s)+Apx(s—7)+f (s ]ds

Primenom norme ||()|| na (12) moze se dobiti procena resenja

x(t)

O)f #4sfll (= N+ hs (=)

f 13)

MO A

=) A () Ay (=) + £ ()| s
a)o
Dalje, uvodi se sledeca promenljiva
y(t)= sup ||x(,u)|| Vie[0,T] gde se za Vi e[0,¢]
ue[-7.1]

vaze sledece nejednakosti

()<

Isto tako, u vaznosti je i (15)

x(t* —z’) < y(t*),
e

*eft-.1]

}Sy(t*) (14)

|4x (£)+ Ay (t =)+ £ (¢)| < @y | (2)]| + @ | (e = )| +] fo

Na osnovu (14), (1) i zamenom u (13) sledi,
a; =||A]. i=1,2.3: (16)
||x (1) ||S[1+a3]||1//x||c +azy(t)+
t - ay )+a y(s))ds+ |f0| |t|a
0 ! 2 F(a+1)
odnosno uzimajuéi daje as =a; +a,, az <1 sledi:
y(r)<[t+as]lv.| +asx(t)
t
s (1 ! ol e D
.([|(t s)| y(s)ds+r(a+1)|t|
(1+d3) ay ! B a-1
y(r)< (1_a3)"‘//x"c+(1_a3)_r(a)£|(t s)| y(s)ds s

|f0| |t|a
(I-a3)-T(a+1)

Uvodi se sledeca neopadajuéa funkcija [ (t) na Jo = [O,T]

(1+a
,B(t)— (1 3 ”l//x"C tako da se (17) dobija kao:
1)< t+a—zl t—s)" " y(s)d
y(1)<B(1) (1—a3)-1“(a)£|( S)| y(s)ds )
|fo p
+(1—a3)-r(a+1)|t|
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Primenjujuéi generalizovanu Gronvalovu nejednakost [16] na
(19) ima se: (20)

NPC I |f0| *
(1-ay) J (1—a3).1“(oc+1)||

Imaju ¢iu vidu definiciju i kriterijum stabilnosti (10) kona¢no

x(1)<y(1)< ﬁ(t)Eq{

se dobija da je ||x(t)||<£, VteJ. Specijalno, za

a =1/2 dobija se sledeci kriterijum stabilnosti za sistem (6),

" <ers @)

(1+a3) as fop
(1—a3)E1/2((1—a3)t ]+(1—a3)-1"(3/2)

III.  STABILNOST SISTEMA UPRAVLJANJA U PROCESU
POTISKIVANJA SAMOPOBUDNIH (CHATTERING) OSCILACIJA U
PROCESU REZANJA METALA.

C. Mehanicki model samopobudnih oscijalcija u procesu
rezanja metala

U sadasnjoj proizvodnoj industriji, samopobudne oscilacije
igraju vaznu ulogu, jer su jedno od glavnih ograni¢enja u
sposobnosti rezanja masina alatki. Samopobudne oscilacije
nastaju interakcijom alat/obradak i izazivaju loSu zavr$nu
obradu povrsine, prekomerno habanje alata, dimenzionalnu
tacnost radnog predmeta, vek trajanja alata, pa ¢ak i vek
masine. Znacajan broj istrazivanja je bio uraden na raznim
mehanizmima i karakteristikama chattering fenomena, [17].

Fundamentalnu teoriju samopobudnih oscilacija razvili su
autori [18],[19], koji su identifikovali regenerativni efekat kao
glavni mehanizam samopobude,sl.3. Kasnije je autor Merit
[20] predstavio sistematsku teoriju za analizu stabilnosti
koristeci teoriju upravljanja povratnom spregom.

NN\

\

N
N

x(1-t)
\ =

\1‘/) 1 -\-

Samopobudne oscilacije u procesu ortogonalnog rezanja

Slika 3.

Resavanje problema potiskivanja samopobude preko pogona
nije trivijalna. Pre svega, trebalo bi ubrzanje blizu vrha alata
biti izmereni ili procenjeni. Pri tome, signal ubrzanja je
potrebno filtirati u cilju izdvajanja korisnog signala i

eliminisanje Suma primenom analognog Buttervorto-vog filtra
2 reda se mogu resiti prethodni zadaci.

Dakle, u dizajnu robusnog i stabilnog kontrolera za masinu
koja se koristi u procesu rezanja metala i ovde se predlaze i
uvodi zakasneli singal ubrzanja u povratnoj sprezi.
Upravljanje u povratnoj sprezi zasnovanoj na zakasnelom
signalu ubrzanja (Delayed Acceleration Feedback) u cilju
potiskivanja samopobudnih oscilacija je nedavno uvedeno i
predlozeno od strane autora [21].

Sa druge strane, na upravljanje povratnom spregom moze
imati negativne efekte zbog inherentnog kasnjenja kontrolera,
energetske elektronike i aktuatora. Tako, kasnjenje koje unosi
sam kontroler se moze uzeti da je jednako periodu
semplovanja (Ts) [22],[23]. Isto tako, sistem sastavljen od
aktuatora i njegove energetske elektronike dodaje jos jedno
kaSnjenje 7, vezano za njegov propusni opseg, koji se moze
unapred identifikovati [24].

U nekim slucajevima, zbir ovih kasnjenja je prevelik da bi
se zanemario i strategije upravljanja ne funkcioni$u ispravno
ako se ova kaSnjenja ne kompezuju. Medutim, ukupno
kasnjenje je obi¢no manje od 7 kaSnjenja usled perioda
okretanja obradka. Dakle, ako je poznata ta¢na vrednost

kasnjenja, ona se moze kompenzovati koris¢enjem sledeceg
izraza u algoritmu upravljanja u povratnoj sprezi sa

kasnjenjem 7 -

T =T—=T =Ty, (22)

Odgovarajuca diferencijalna jednacina koja opisuje ponasanje
razmatranog sistema je:

mix () +cx (1) + k(1) =u(r) (23)
gde je upravljanje sada oblika, PD2 tipa:

u(t)=—k,x(t =74 )=k, ¥(t=74) (24)

Zatvoreni sistem upravljanja je opisan sa neutralnom

jednacinom sa kasnjenjem celog reda, tj.
mi (1) +cx (1) + k() = —kpx(t ~Th )—ka)'é(t—rfd ) (25)
odnosno: (26)

k
i(1) :—%x(t)—;px(t—rfd)—%X(t)—%jé(t—rfd):
= a{x(t)+a'2x(t—rfd)+a§5c(t)+a£15c'(t—rfd)

sa pridruzenim pocetnim funkcijama: 27)

x(t) =y, (t),t e[—rfd,Oj, J'c(t)z o, (t),t e[—rfd,OJ,
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D. Stabilnost na konacnom vremenskom intervalu
mehanickog prigusnog sistema celog reda -proces rezanja

Takode i ovde se ispituje stabilnost na kona¢nom
vremenskom intervalu (SKVI) zatvorenog sistema (26). Pre
toga, navodi se sledeca definicija SKVI.

Definicija 2. [3], Neutralni sistem sa kasnjenjem celog reda
dat sa (26), koja zadovoljava pocetne funkcije (27) je stabilan
na konaénom vremenskom intervalu u odnosu na

{5,£,t0,J, ()

}, o < &, ako i samo ako je:

p<0, Viel] = ||x(t)||<g, Vtel, (28)

gde je p=max{||1//||c,||g0||c} i O,& su pozitivne konstante.

Slede¢om teoremom dobijeni su dovoljni uslovi stabilnosti
SKVL

Teorema 2. Neutralni sistem sa kaSnjenjem celog reda dat sa
(26), koja zadovoljava pocetne funkcije (26) je stabilan SKVI

u odnosu na {5,5,IO,J,||(-)”}, 0<é&, ako i samo ako je

ispunjen sledeci uslov: (29)

[(1+a4)(1+|t|)+a3|t|}exp(az <t+t2)/(1—a4))<§

1-(14

gdesu a; =|aj],i=1,2,3,4 ag =(a;+ay+az) i as<1.

Dokaz: Ovde se dokaz izostavlja a sam postupak dokaza koji
je sli¢an dokazu koji se moze naéi u [3].

Primedba 1. U [23] je pokazano da je potreban uslov
k(l

stabilnosti je da je ispunjeno <1 a §to se u nasem slucaju

svodi a4 <1t.1-a, >0 koji  figuriSe u kriterijumu

stabilnosti.

IV. NUMERICKI PRIMERI
Razmatra se sledeéi frakcioni priguSeni prinudni oscillator (1)

gde su: sistema prigusenje  sistema
¢ =0.8kg / s, krutost sistema k =8 N/m?, k, =1, k, =0.2,
7z =0.1sec, gde je ispunjen uslov ogranicenosti koeficijenta
prigusenja 0 < & < 0.2, kao i da je sopstvena kruzna

frekvencija u opsegu 0.5 < ayy <100, [26].

masa m=2kg,

Odgovarajuéi zatvoreni sistem upravljanja je o =1/2 dat sa:
‘D25 (1) = AE (1) + A (1 —7)+ 4, °D} 5 (1 — 1)+ £ (1) (30)

gde su matrice sistema Aj, Ay, Ay definisane sa:

0 0 00 00 0 000 0
o o0 oof , |00 0 O 000 0
| = Az— A,;_
0 0 00 00 0 O] °F Jooo0o o
-4 04 0 0 00 -050 000 -01
sa odgovaraju¢om pocetnom funkcijom oblika:
x(t):0.0l,te[—O.l,O] 3D

i 7(1)=[0,0,0,0.05sin (1071)]"

Odgovaraju¢e oo norme matrica su sada: a =|A|=44,
a, = ||A2|| =0.5 s az = ||A3 " =0.1 kao i
as =(aj+a, +a3)=49 .Kako je p:max{Hy/HC} =0.01 1

usvajanjem 0 =0.02>p=0.01 i £=50 moZe se na osnovu
datog kriterijuma (21) dobiti estimovano vreme stabilnosti
SKVI T, ~0.234sec . Uocava se da je dobijeni kriterijum
SKVI (21) nezavistan od vremenskog kasnjenja.

Drugi primer koji se ovde prikazuje se odnosi na potiskivanje
samopobudnih oscilacija u procesu rezanja metala opisan sa:

j5(t)=—%ﬁf(f)—%px(f‘ffd)‘if“(f)‘%55(f—ffd) 32

i gde su dati slede¢i podaci: ekv. masa sistema m=20kg,

ekv.priguSenje sistema ¢=100 kg /s, ekv. krutost sistema

k=5-10 N/m?, k, =10, k, =5, 7 =0.Isec , odnosno
¥(1) =—25x()—0.5x(¢=0.1)=5-(r) =025%(t =74 ) (33)

uz poznate pocetne funkcije

x(r)=0.01,r €[-0.1,0], x(1)=0,r €[-0.1,0],  (34)

Uocavase dajeuslov ag <1 ispunjen tj. _ka =i<1, i
m| 20
as =(a; +ay +a3)=30.5.Kako je p:max{Hy/\C, gaHC} =0.01

i usvajanjem 6=0.02>p=0.01 kao i &=100 moZe se na

osnovu datog kriterijuma (28) izraCunati estimovano vreme
stabilnosti na SKVI T, ~0.145sec . Isto tako, dobijeni

kriterijum stabilnosti SKVI je nezavistan od vremenskog
kasnjenja. Dalja istrazivanja bi¢e usmerena da dobijanje
kriterijuma stabilnosti zavisnih od vremenskog kasnjenja.

V. ZAKLJUCAK

UoCava se da u odredenim slucajevima opravdano
koriS¢enje upravljanja u povratnoj sprezi sa kasnjenjem koji
ukljucuje i drugi izvod vektora stanja sa kaSnjenjem gde se
koriste prednosti takvog upravljanja u smanjenju nezeljenih
kao i samopobudnih oscilacija u elektro-mehanickim
sistemima. ReSavanje pitanja stabilnosti, gde je posebna
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paznja bila usmerena na stabilnost na kona¢nom vremenskom
interval, je uspesno sprovedena i to prvo za klasu frakcionog
mehanickog sistema necelog reda 0<a<1 sa kasnjenjem koji je
bio predstavljen u vidu jednog neutralnog frakcionog sistema
necelog reda a=1/2 sa kasnjenjem. Takode, proucavan je
slucaj potiskivanja samopobudnih oscilacija u procesu rezanja
metala. Predlozeno je upravljanje u povratnoj sprezi sa
kasnjenjem koji ukljucuje i drugi izvod vektora stanja sa
kasnjenjem. Za oba sistema formirani su odgovarajuci
kriterijum stabilnosti na kona¢nom vremenskom inervalu.
Efikasnost procedure ispitivanja stabilnosti SKVI je potvrdena
na dva numericka primera.
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ABSTRACT

First, a mechanical system is considered where, in order to
reduce unwanted vibrations, a damping viscoelastic element of
the Scot-Blair type with a fractional order of O<a <1 is
applied. Delayed feedback control involving the first and
second derivatives of the state vector with delay is applied. In
particular, the case of a closed neutral system with a delay of
fractional order a =1/2 is considered, where sufficient
stability conditions are obtained at a finite time interval. Also,
the case of suppressing chattering oscillations in the metal
cutting process is considered. A delay feedback control
involving the second derivative of the state vector with delay is
proposed. A suitable criterion of stability at the final time
interval was formed. Finally, the effectiveness of the proposed
approach is illustrated in two conveniently chosen numerical
examples.
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