Josif Vukovié

Milivoje Simonovi¢
Aleksandar Obradovié
Sasa Markovic

/ZBIRKA ZADATAKA
1Z DINAMIKE

VII izdanje

UNIVERZITET U BEOGRADU
~  MASINSKI FAKULTET







UNIVERZITET U BEOGRADU

Josif Vukovié
Milivoje Simonovié
Aleksandar Obradovié
Sasa Markovi¢

ZBIRKA ZADATAKA
IZ DINAMIKE

Masinski fakultet
Beograd, 2021.



Prof. dr Josif Vukovié

Prof. dr Milivoje Simonovi¢

Prof. dr Aleksandar Obradovic
Dr Sasa Markovic

ZBIRKA ZADATAKA 1Z DINAMIKE
VII izdanje

Recenzenti:
Prof. dr Nikola Mladenovic
Prof. dr Mirko Pavisi¢

Izdavac:

MASINSKI FAKULTET

ul. Kraljice Marije 16, 11020 Beograd
tel: 011 3370 760

faks: 011 3370 364

Za izdavaca:
Dr Radivoje Mitrovi¢, dekan

Glavni i odgovorni urednik:
Prof. dr Milan R. Lecié¢

Odobreno za stampu odlukom dekana Masinskog fakulteta
u Beogradu, br. 27/2021 00 09.09.2021. godine

Tiraz:
800 primeraka

S’tampa:

PLANETA PRINT
Beograd

ISBN 978-86-6060-092-1

Zabranjeno prestampavanje i fotokopiranje.
Sva prava zadrzava izdavac i autor.



Predgovor Sestom izdanju

Dug vek ove zbirke i veliki broj ponovljenih izdanja ukazuje na ¢injenicu da je
ona imala znac¢ajnu ulogu u nastavi Mehanike na MaSinskom fakultetu u
Beogradu. Potreba za novim izdanjem uzrokovana je i trenutnim potpunim
odsustvom, u aktivnoj prodaji, zbirki iz dinamike namenjenih studentima
masinskih fakulteta u Srbiji.

Bez obzira §to je pisana za potrebe studija po starim programima, ona je 1 sada
neophodna za potrebe nastave Mehanike po vaze¢im programima predmeta na
Masinskom fakultetu u Beogradu. Prvo, drugo i sedmo poglavlje ¢ine deo
programa predmeta Mehanika 2, na osnovnim akademskim studijama. Deveto,
dvanaesto i petnaesto poglavlje nalaze se u okviru programa predmeta Mehanika
M na master akademskim studijama, kao i1 pojedini delovi ¢etvrtog poglavlja.
Preostala poglavlja obuhvataju u celini program predmeta Mehanika 3 na
osnovnim akademskim studijama.

U periodu nakon izlaska prethodnog izdanja iz Stampe napustio nas je i prof. dr
Josif Vukovi¢, voda autorske ekipe koja je ovu zbirku napisala. Na§ dragi
Profesor je u nau¢nom, pedagoSkom i drustveno - korisnom radu ostavio
neizbrisiv trag na Fakultetu, a nas sve koji smo sa njim saradivali u¢inio
ponosnim §to smo imali tu Cast.

U Beogradu, 2017.godine Prof.dr Aleksandar Obradovié



Predgovor

Ova zbirka uradena je u skladu sa programima predmeta Mehanika III 1
Mehanika IV na MaSinskom fakultetu u Beogradu i predstavlja pomoéno
sredstvo za sticanje znanja iz dinamike na tehnickim fakultetima 1 viSim
Skolama. Kao osnov za ovu zbirku posluzile su prethodno objavljene zbirke od
istih autora (Zbirka zadataka iz dinamike tacke 1 Zbirka zadataka iz dinamike
sistema).

Visegodisnje iskustvo u radu sa studentima posluZilo je autorima u pokusaju
da kod korisnika ove zbirke razviju smisao za §to jednostavniju primenu
steCenih teorijskih znanja prilikom reSavanja prakti¢nih problema. U tom
smislu izvrSen je izbor zadataka 1 njihova sistematizacija po poglavljima i u
okviru samih poglavlja. Pored vecine zadataka, koje su autori sami postavili,
jedan deo Cine delimi¢no izmenjeni i sadrZajno obogaceni zadaci sa ispita 1
vezbi na Masinskom fakultetu u Beogradu. Jedan manji deo karakteristi¢nih
zadataka preuzet je iz drugih zbirki i preraden u skladu sa osnovnom namenom
ove zbirke. Svi zadaci u zbirci su reSeni. U svakom poglavlju je dat detaljan
postupak reSavanja jednog dela zadataka. Za ostale zadatke je ukratko naznacen
metod reSavanja ili je dato samo krajnje reSenje do kojeg korisnik zbirke treba
samostalno da dode.

Dugujemo zahvalnost svima koji su svojim predlozima i primedbama uticali
da se na vreme izbegnu neki moguci nedostaci i time doprineli kvalitetu ove
zbirke.

*

U vreme priprema ove knjige za Stampu tragi¢no je preminuo jedan od
autora, nas prijatelj i kolega prof. dr Milivoje Simonovi¢. Njegovo zalaganje i
veliki trud koji je ulozZio u izradu zbirke obavezali su nas i dodatno motivisali
da ovaj posao dovrsimo Sto kvalitetnije. Zato je ova zbirka, istovremeno, i
skromni izraz naSeg velikog postovanja prema plemenitom liku i delu prof.
Simonovica.

U Beogradlu, Autori
2001. godine
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1 I Opsta jednacina dinamike.

Lagranzeve jednacine druge vrste

14.1 Po nepokretnoj glatkoj strmoj ravni A klizi bez trenja prizma B mase M a
po prizmi se kotrlja bez klizanja homogeni valjak C mase m. Napisati diferenci-
jalne jednacine kretanja sistema.

Slika 14.1 Slika 14.2

® Ako za generalisane koordinate izaberemo x (translatorno pomeranje prizme B niz
nagnutu stranu prizme A) i 7 (translatorno pomeranje centra cilindra C niz kosinu
prizme B), diferencijalne jednacine kretanja glase:

(M +m)x+mncos = (M+m)gsina,

3 . .
mxCcos f+—mn=mgSsin(a+ f).
2

14.2 Na glatkoj horizontalnoj ravni lezi telo 1 mase m, za koje je pri¢vrséena
osovina O oko koje mozZe da se obr¢e dobos 2 mase m, i poluprecnika R.
Pomocu sistema uZadi i koturova zanemarljive mase tela 1 1 2 su spojena sa
teretom 3 mase m; kao Sto je prikazano na crteZzu. Ako na telo 1 deluje hori-
zontalna sila F a na telo 2 spreg sila momenta M=FR, odrediti intenzitet sile F
tako da se telo 1 krece konstantnom brzinom. Dobo§ smatrati homogenim
valjkom.

® Za generalisane koordinate izabracemo x (translatorno pomeranje tela 1) i y (verti-
kalno pomeranje tega 3).
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dy
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msy
Slika 14.2a Slika 14.2b
KinetiCka energija sistema je:
1 1 1 1
T = —ml)'c2 +—m25c2 +—J0a)(2) +—m3j12,
2 2
gde su moment inercije J,, i ugaona brzina dobo$a a:
1 2 . 4y-3x
Jo=—mR",w, =@ = .
0 =5 o=@ R
U razvijenom obliku, izraz za kineti¢ku energiju sistema glasi:
1 11 . o] .
T=—(m1+—m2)x2—6m2xy+—(mg+8m2)y2. (1)
2 2 2

Virtuelni rad sila koje deluju na materijalni sistem dat je izrazom:
OA = —myg0y + MOp + Fox.
Posto je:
40y — 30
Sp = 3y 3%
R
sledi da je:
OA = (=2F)dx + (4F — m,8)0oy,
tako da su generalisane sile:
Q. =-2F, Qy =4F —-myg. 2)

LagranZeve jednacine druge vrste:

T T
220 (220

M = FR,

dt\ ox ox dt Oy
koris¢enjem izraza za kineti€ku energiju (1) i generalisane sile (2), dobijaju oblik:
11
(my +—my)X —6m,y = =2F, —6m,X +(my +8m,)y = 4F —m,g.
2
Postavljanjem uslova da se telo 1 kre¢e konstantnom brzinom (x = 0) sledi da je:
Fe 3mymy ‘.

Pokazimo da se do istog reSenja moze doci i primenom opSte jednacine dinamike,
izraGunavanjem virtuelnog rada svih spoljasnjih, unutrasnjih i inercijalnih sila. Pri tome
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¢emo za generalisane koordinate izabrati x (translatorno pomeranje tela 1) i ¢ (ugao
obrtanja dobo$a 2):

SA” = F + MSp — mygdy — m, 5% — m, 55 — J,pSp — myidy .

Posto je:
. 3%+Rp . 3X+R¢p 30x + Rop
y = ) = ’ 5}’ = ’
4 4 4
sledi da je:

« 3 9 3 .
oA = X[F ——myg — (m; +my + —my)X ——my;R ]+
4

16 16
1 3 1 1 .
+O0¢[FR ——m,gR ——m;Rx — (—m, + —m3)R2gp].
4 16 2 16
Posto je, prema ops$toj jednacini dinamike,
A" =0,
a varijacije ox, o@ su nezavisne, sledi da su diferencijalne jednadine kretanja sistema:
9 . .
F——myg —(m, +my + —my)X ——m;Rp =0,
16 16
1 3 L1 1 2.
FR ——m,gR ——myRX —(—m, + —m;)R ¢ = 0.
4 16 2 16
Postavljanjem uslova da se telo 1 kre¢e konstantnom brzinom (x = 0) sledi da je:
Fe 3mymy ‘.

Slika 14.3 Slika 14.4

14.3 Klizac¢ zanemarljive mase moZe da klizi po vertikalnoj glatkoj vodici. Za
kliza¢ je vezana obrtna vodica kroz koju moze da klizi bez trenja Stap duZine 2/
i mase m. Stap se jednim krajem naslanja na glatku horizontalnu ravan.
Napisati diferencijalne jednacine kretanja Stapa ako na kliza¢ deluje vertikalna
sila F.

® Ako za generalisane koordinate izaberemo x (rastojanje centra mase pokretnog

Stapa od centra obrtne vodice) i ¢ (ugao koji pokretni Stap gradi sa vertikalom),
diferencijalne jednacine kretanja glase:
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mi sin’ @+ mx@Sin@Cos ¢ +2mxpSinpCcos ¢ — mxgb2 sin’ @ = FCos ¢,
mxx Sin g cos ¢ + m{b(l2 sin’ O+ x* cos’ o+ 12/3) + 2m;o‘c('pcos2 o+

+m(l2 —xz)(’p2 cos@sing =mglsing — F(I+x)sing.

14.4 Sistem se sastoji od tela 1 mase M i homogenog Stapa 2 mase m i duZine /.
Telo 1 klizi po glatkoj horizontalnoj ravni a Stap 2 krajem A po vertikalnoj i
krajem B po glatkoj horizontalnoj povrsi tela 1. Napisati diferencijalne
jednacine kretanja sistema.

® Ako se za generalisane kooordinate izaberu x (translatorno pomeranje prizme sleva
udesno) i ¢ (ugao koji Stap gradi sa vertikalom), diferencijalne jednacine kretanja imaju

oblik:

R R 1 .,
(M +m)x+—mlpcosp——mlp~sing =0,
2 2

| 1 5. mgl .
—mlxCcosp+—ml ¢ =——sIng.
2

Slika 14.5 Slika 14.6
14.5 Za teret mase m, koji moze da klizi bez trenja po strmoj ravni nagiba o
zglobom je vezan tanki homogeni prsten mase m, poluprec¢nika R. Napisati
diferencijalne jednacine kretanja sistema.

® Ako se za generalisane kooordinate izaberu x (translatorno pomeranje kliza¢a A niz
strmu ravan) i ¢ (ugao koji pravac AB gradi sa vertikalom), diferencijalne jednacine
kretanja imaju oblik:

(m, +m, )i +m,RpCoS(ax + @) —m,R§” sin(a+ p) = (m, +m,)gsina,

m,RX cos(a + @)+ 2m2R2('/> = —m,gRsing.

14.6 Tela 1 i 2 masa m;, = m, = 4m sastoje se od koaksijalnih cilindara
poluprec¢nika R i 2R. Poluprecnici inercije u odnosu na uzduZne ose simetrije
telasu i, =i, = R+2 . Telo 3 mase m kreée se niz strmu ravan nagiba a =30°, a

telo 4 mase m obeSeno je za srediSnu osu tela 2. Tela su medusobno vezana
uzadima i idealnim koturovima 5 i 6 zanemarljivih masa (videti sliku).
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Koeficijent trenja izmedu tela 3 i strme ravni je = V3 / 2. Natelo 1 koje se

kotrlja bez klizanja po horizontalnoj ravni deluje spreg momenta M=4mgR. Od-
rediti ubrzanje tela 3 1 4 kao i silu u uZetu u preseku p-p naznacenom na slici.

1067 183 , . 430
® a; =——g (uz strmu ravan), a, = — g (vertikalno nanize), § = —mg.
1228 307 307

Slika 14.7

14.7 Sistem prikazan slikom krece se u vertikalnoj ravni. Na Stap OA duzine 2/
1 mase m, koji moZe da se obrce oko horizontalne ose O deluje spreg momenta

M,. Na homogeni disk mase m, i polupre¢nika R koji moze da se kotrlja bez
klizanja po Stapu OA deluje spreg momenta M,. Napisati diferencijalne
jednacine kretanja sistema.

Slika 14.7a Slika 14.7b

® Za generalisane kooridnate ¢emo izabrati ugao @i pomeranje z (slika 14.7a).
KinetiCka energija materijalnog sistema data je izrazom:
| 1 ., 1
T= —JO(p2 +—JC672 +—m2vé.
2
Posto je:
1 2 1 2 s T
Jo=—m(2l)", J. =—m,R", 0 =——¢,
0 3 1 c ) 2 R

Ve = v+ () = (142" + R0 =(1+2) 9" +(:— R,

sledi da se izraz za kinetiCku energiju moze napisati u obliku:
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1 4 3 2 3 .3
T=—[—mllz+mz(l+z)2+—mzR2]¢2——mzRZ(P+_m2Z2- (1)
2 2 4

Deo generalisanih sila koji poti¢e od konzervativne sile teze moze se izraCunati iz
izraza za potencijalnu energiju:

E, =mgy, +m,gyc.
Posto je:

yr =1sing, y. =(l+z)sing+Rcos g,
sledi da je:

E, =mglsing+m,g[(l+z)sing+ Rcosg].

Generalisane konzervativne sile su:

E
Qg =——2L = —m,glcos ¢ —m,g(l+ z)COS @ + m,gRsiN @,
2
I1 ﬁp

QZ = —z = —ngSin$.
Virtuelni rad nekonzervativnih sila je:
O;
A = M, 5pp+ M350 = M,5p+ My (— — 5p),
R

tako da su generalisane nekonzervativne sile:

M
N N
Q, =M, ~M,, Q. :?2.

Ukupne generalisane sile su:

0, =0, +Q) =M, — M, —m;glcos p—m,g(l +2)COS p+m,gRSiNg,

M :
0.=0; +Q; ==t -mgsing.
Primenom Lagranzevih jednacine druge vrste:
d(dr\ or d(dry or
D e B e e e
dit\ dp ) Jp i\ &) «

i koriséenjem izraza za kinetiCku energiju (1) i generalisane sile (2) dobijaju se diferen-
cijalne jednacine kretanja sistema:

4 3 . 3 .
[—mll2 +my (I + z)2 +—m2R2]gp——m2RZ +2m, (I +2)pz =
3 2 2

=M, — M, —m,glcos ¢ —m,g(l +z)COS @ + m,gRSiN g, (3)

. 3 . .2 Mz .
——m,Rp+ Emzz -m,(l+z2)p” =—=—-m,gsing.
R
Pokazimo da se diferencijalne jednacine (3) mogu dobiti i koriS¢enjem opste
jednacine dinamike. U tu svrhu ¢emo odrediti virtuelni rad svih spoljasnjih, unutrasnjih i
inercijalnih sila:

SA” = M,5¢+ M,00 — m, g8y — my gy — Jop0p — J 2050 — my % - . — 1y 300 .
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Posto je:
7 . 7. .
80 =——35p, 0=——, y, =lsing, S, =15pcos g,
R R

xe =(l+z)cosp—Rsing, y. =(l+z)Sing+ RCcosS g,
X = 0zCOS @ — (Il +z)0pSsing — RopCos o,
e = 0zsing + (I +2)0pCcos ¢ — Ropsin g,

¥, = 7008 @—2Sing — (I +2)siNg — @z sing— > (I +2) COS p —

—Rpcosgp+ Rg’o2 sing,

Vo =ZSing+ zpCos @+ ¢(l+z)CosS ¢ + ¢ZCOS¢—¢2(l+z)Sin(p—

—Rpsing—R¢’ cos g,
sledi da je:
* 4 2 2 3 Daee 3 .. ..
oA = Sp{[—ml” +m,(l+2)" +—m,R" | ——m,RZ + 2m, (I + z)pz —
3 2 2
— M, +M, +m,glcos ¢+ m,g(l+z)COS @ — m,gRsinp} +

3.3 b M .
+8]—Zm,Rp+=myi —my (1 +2)p° ——2 +m,gsing).
2 2 R

Iz uslova da je virtuelni rad SA" jednak nuli i da su varijacije o@i oz nezavisne dobijaju
se diferencijalne jednadine kretanja:

4 3 . 3 . .
[—ml* +my(l+2)° +Zm,R*1p— = m,Rs + 2m, (I + 2) % —
— M, +M, +mglcosp+m,g(l+2z)COSp—m,gRsing =0,

. 3 2 M .
——myRQ+—myZ—m, (I + z)(oz -—24 m,gsing = 0.
2 2 R

14.8 Neistegljivo uze zanemarljive mase namotano je na dva homogena valjka
jednakih masa m, 1 jednakih polupre¢nika R. Jedan valjak moZe da se obrcée
oko nepokretne horizontalne osovine O, vezane za telo A. Telo A ima masu m,
1 moZe da se krece vertikalno. Ako u toku kretanja na valjke deluju spregovi
jednakih momenata M odrediti ubrzanje tela A i silu u uzZetu.

4M —(m, + R + 4M +m,gR
= [M — (my +m, )R] (vertikalno navige), S = (my +m, )( e ).
R(5m, + 4m,) R(5m, + 4m,)

® a

14.9 Zupcanik 1 mase m i poluprecnika R na koji deluje spreg momenta M,

moze da se obrée oko horizontalne ose u tacki O. Oko iste ose, nezavisno od
zupcanika 1, moZe da se obrce laki Stap OA duZine 2R. Za kraj Stapa A zglobno
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je vezan zupcanik 2 mase m i poluprecnika R. Pod dejstvom sprega momenta
M, zupcanik 2 se kotrlja po zupcaniku 1. Zupc¢anike smatrati homogenim
diskovima. Zanemarujucéi trenje odrediti ugaona ubrzanja zupc€anika 1 i Stapa
OA u zavisnosti od ugla y.

Slika 14.8 Slika 14.9

2 . .. 1 .
® & =—70M -2M,-mgRsiny), &5, =y =—— (M, + M, —2mgRsiny), u
SmR SmR
pozitivnom matemati¢ckom smeru.

Slika 14.10 Slika 14.10a

14.10 Homogeni disk 1 mase m i polupre¢nika R moze da se obrée oko
srediSne horizontalne ose Oz. Neistegljivo uZze namotano je jednim krajem na
disk 1 a drugim krajem na veci doboS§ kalema 2. Na manji dobo§ kalema
namotano je drugo neistegljivo uze vezano za telo 3 mase m koje moze da se
krece vertikalno. Kalem ima masu 3m, poluprec¢nike 2R i R, i poluprec¢nik

inercije u odnosu na srediSnu uzduznu osu i = R+/2 . Nenamotani delovi uzeta
su vertikalnog pravca. Sila kidanja uZadi iznosi 5mg. Odrediti vrednosti
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momenta sprega M koji deluje na disk 1 i sile F koja deluje vertikalno na telo 3

da ne dode do kidanja uzadi.

® Za generalisane koordinate izabra¢emo ¢ (ugao obrtanja diska 1) i z (pomeranje

klizac¢a vertikano naviSe). Kineti¢ka enerija sistema je:
1 .2 1 ) 1 2 1 2
T=—mz"+—=Jy0  +=0Bm)v; +—J 0.
> 2 0? 2( Ve 5%

Posto je:

z—R¢ 27+ R¢

Ve =Vr=Ro+2Rw, =
3R c =Yc 4 c

kineti¢ka energija sistema ima oblik:

3 2.2.3
T =—mR +—mz".
4 ? 2
Virtuelni rad sila koje deluju na sistem je:
OA = Fdz + Moo —3mgdy, —mgdz .
Posto je:
_ 202+ Rogp

é‘yC Ty

izraz za virtuelni rad dobija sledeci oblik:
OA = (M —mgR)S¢p + (F —3mg)oz,

tako da su generalisane sile:
Q,=M-mgR, O, =F —3mg.

Polazeci od Lagranzevih jednacina druge vrste:
d(or) or d(or) or
— === 0| = |- = 2.,
dt\ op ) 0o dt\ 0z 0z
dobi¢emo diferencijalne jednacline kretanja:
%mRng =M —mgR, 3mZ = F —3mg.

Diferencijalna jednacina kretanja kliza¢a 3 je:
mz=F-S§ —-mg.

Iz ove jednacine i druge od dve diferencijalne jednacine kretanja sistema (1),
2F
Sl = .
3

Na osnovu vrednosti sile kidanja, dobija se:
S, <5mg=F <15mg/2.

Diferencijalna jednacina obrtanja diska 3 glasi:

%m#@:M—%R.

H

sledi:

Iz poslednje jednacine i prve od dve diferencijalne jednadine kretanja sistema (1), sledi:

S —2—M+1m
273g T3
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Na osnovu vrednosti sile kidanja dobija se:
S, <5mg = M <TmgR.
Pokazimo da se diferencijalne jednacine (1) mogu dobiti i koriS¢enjem opSte jednacine
dinamike:
SA" = F& —mgdz —mzdz — (3mg)dy. — (3m)¥ -0y — J oada+ MSp — J ;3¢ = 0.
Posto je:
Rép+20z .. Rp+2%
5)’C = ? y Yo = 4
3 3
su=Rop-% . _Rp-%
3R 3R
dobija se, nakon upro$¢avanja:

, Jo=6mR*, J, =%mR2,

% 3 ..
oA = (M —mgR - —mRz(p)&/) +(F —3mg —3mz)oz = 0.
2
Iz uslova nezavisnosti varijacija d¢i oz dobijaju se diferencijalne jednadine kretanja:

M—ng—%mRz()):O, F—-3mg-3mz=0.

1/2

t

Slika 14.11 Slika 14.12
14.11 Tri spregnuta homogena zupCanika masa m, =my; =m, m, =4m i
poluprecnika r, = r; = r, r, = 2r krecu se u vertikalnoj ravni posredstvom

poluge OAB zanemarljive mase koja je zglobno vezana za centre sva tri
zupcanika. Na zupcanik 2 deluje spreg momenta M=2mgr. Naci ugaono
ubrzanje zupcCanika 2 u zavisnosti od ugla koji poluga OAB gradi sa vertikalom.
_9-6sinp g

® & 5

, U negativnom matemati¢kom smeru.

14.12 Sistem koji se krece u vertikalnoj ravni sastoji se od homogenog Stapa
OA duzine [ 1 mase m, 1 homogenog tankog prstena poluprecnika R=I/2 i mase

m, . Prsten je zglobno vezan za Stap u tacki A. Na prsten deluje spreg momenta

M a na Stap OA, preko klizaca B 1 horizontalnog Stapa zanemarljivih masa,
deluje sila F. Napisati diferencijalne jednaCine kretanja sistema.
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® Ako za generalisane koordinate usvojimo ¢ (ugao koji pravac OA gradi sa
vertikalom) i @ (ugao koji pravac AC gradi sa vertikalom), diferencijalne jednacine
kretanja imaju oblik:

%(m1 " 3m2)12¢+%m212écos(¢— 0) +%m21292 sin(p—6) =

Fl

1 .
2c0s2 ¢

%mzz2 cos(p— 9)¢+%m212é—%m212 sin(p— 0)¢” =

= M—%nglsin&

Slika 14.13 Slika 14.13a
14.13 Telo A mase m, = 4m leZi na hrapavoj horizontalnoj ravni. Na telu A
nalazi se osovina B oko koje moZe da se obrée dobo$ na koji je namotano uze.
Drugi kraj uzeta namotan je na dobos koji moZe da se obrée oko nepokretne
osovine 0. Oba dobosa su istih masa m 1 istih polupre¢nika R. Na doboSe delu-
ju spregovi sila momenata M=2mgR. Koeficijent trenja izmedu tela A i horizon-
talne ravni je x#=1/5. Dobose smatrati homogenim valjcima. Odrediti silu u uze-
tu u toku kretanja sistema, ako je u pocetnom trenutku sistem mirovao.

® Za generalisane koordinate izabracemo x (translatorno pomeranje tela A) i ¢ (ugao
obrtanja diska C). Kineti¢ka energija sistema je:
1 ) 1 ) 1 2 1 2
T=—(4m)x" +—mx" +—=J oz +—J ;.
SUm)i® + S 4 T + = o
Posto je:
| Tt . X—-Rg¢
Jp=Jpo=—mR", vz =a= ,
B=YC T, B R
izraz za kineti€ku energiju dobija slededéi oblik:

T:Em)'c2
4

1 A T
——mRxp+—mR"@".
2 ¢ 2 v
Virtuelni rad sila koje deluju na sistem je:
oA = Mép+Mda—F, sgnxox.
Posto je:
-R 1
azw, F, = uN :E(Smg):mg, M =2mgR,
za virtuelni rad dobija se sledeéi izraz:



280 Zbirka zadataka iz dinamike

oA =mgox,
tako da su generalisane sile:
Q,=0, 0, =2mg—mgsgnx.
Polazed¢i od Lagranzevih jednacina druge vrste:

UYT). T 4(T) T

dt\dp) ap U a\&) &
dobijaju se sledece diferencijalne jednacine kretanja:
1 . m .1 . .
——ijé+mR2g0:(), —mX——mR@p =2mg—mgsgnx. (1)
2 2 2
a iz njih (uz uslov sgnx = 1) i ugaono ubrzanje diska C:
28
I
Iz diferencijalne jednacine obrtanja diska C:
Jcp=M—-SR,
sada se moze odrediti i vrednost sile u uzetu:
41
S=—mg.
21 8

Pokazimo da se diferencijalne jednacine (1) mogu dobiti i koriS¢enjem opste jednacine
dinamike:

6" = Mg — ] -p5p — F, SgN xSk — (4m)idx + M — mikx — J yada = 0.

Posto je:
X—RSp . X—-Rop |
F,=mg, oo=——— a= ,JB=JC=E R,

zamenom u izraz za virtuelni rad, dobi¢emo:
R . A | ..
OA" = (—mRx — mR2¢)§§0 +(2mg —mgsgnx ——mx +—mR@)ox = 0.
2 2 2
Iz uslova nezavisnosti varijacija @ i dx dobijamo diferencijalne jednacine:

1 .
—mR% —mR*p =0,
2

11 1 ..
2mg —mgsgnx ——mx+—mR @ = 0.
2 2

14.14 Homogeni tanki cilindar 1 mase 2m polupre¢nika r moze da se kotrlja
bez klizanja po horizontalnoj ravni. Na cilindar 1 namotano je lako neistegljivo
uze koje je prebaceno preko nepokretnog idealnog kotura zanemarljive mase.
Drugim krajem uZe je namotano na homogeni tanki cilindar 2 mase m i
poluprecnika r. Cilindar 2 nalazi se na glatkoj strmoj ravni nagiba o = 30°.
Odrediti silu u uZetu ako na cilindar 1 u toku kretanja deluje spreg momenta
M=mgr.
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2

Slika 14.14 Slika 14.15

1
® S=—mg.
38

14.15 Kliza¢ mase m; moZze da klizi po glatkim kruZnim vodicama poluprec-
nika r. Za klizac je zglobom u tacki A vezan Stap duZine 2r i mase m,. Sistem
se krece u vertikalnoj ravni. Napisati diferencijalne jednacine kretanja sistema.

® Ako za generalisane koordinate izaberemo ¢ (ugao koji radijus OA gradi sa vertika-
lom) i @ (ugao koji Stap AB gradi sa vertikalom), diferencijalne jednacine kretanja glase:

(m; + my )+ m,r*0cos(p — 6) + myr*6* sin(p — 0) = —(m, +m,)grsing,

mzr2¢005(¢’ —-0)+ %mzrzé— mzrz(/')z sin(¢ — ) = —m,grsind.

Slika 14.16 Slika 14.16a Slika 14.16b

14.16 Homogeni Stap duZzine 2/ i mase m kreée se u horizontalnoj ravni pri
¢emu prolazi kroz glatku obrtnu vodicu A ¢ija se masa moZe zanemariti. Osa
vodice Az je vertikalna. Ako su pocetni uslovi x, = ¢, =0, X, =l®,, ¢, = ®,,
odrediti funkciju x(x).

® Potencijalna energija sistema jednaka je nuli:

E, =0,

a kineti¢ka energija je:
I ., 1 5
T=—J,p " +—mv,.
2T 2 €
Posto je:



