Na slici 2 prikazana je realizacija brahistohronog ravnog kretanja krutog tela
kotrljanjem bez proklizavanja rulete (22) po bazi (21), za a=1[m].
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ABSTRACT:

The motion of a rigid body bectwen two given position in a horizontal planc during the shortest possiblc time has
been solved in this paper. During this motion a nonholonomic constraint in the form of the Chaplygin's blade is
imposcd upon the body. The conservation of the mechanical energy is maintained independently of the constraint.
The problem is postulated as a problem of the optimal control and has been solved by the application of the
Pontryagin’s Principle. This problem is singular by using dynamic cquations and it is neccesary to apply Kelley's
conditions. The other method of the solution is based on the usage of gencralized velocites as controls. The
application of both of the methods mentioned yiclds to a two point boundary problem during an unknown time
interval. By introducing the "undimensional time" the problem is reduced to a classical boundary problem. As a
confirmation of the mentioned model, the example of the motion of 2 rigid body ina planc hasbeen solved numericaly
by applying the finite difference method. The aralysis of the realization of the mentioned motion is also given. A
possible way is to impose an additional ideal holonomic constraint without influcnce of any active force.

1. UVOD

Rezultati savremene matematicke teorije optimalnog upravljanja [1] nasli su svoju
primenu u raznim problemima optimalnosti u mehanici [7]. Jedan od njih je i odredivanje
optimalnog upravljanja kretanjem mehanickog sistema kod koga postoje mehanicke veze
uporedo sa nametnutim drugim ogranicenjima na fazne promenjive. U radu [6] autori daju
postupak reSavanja ovakvih zadataka, a takode ukazuju na sustinsku razliku napred navedenih
ogranicenja i mehanickih veza. Osim toga, pokazana je razlika izmedu zadataka gde postoje
holonomne ili neholonomne mehanicke veze, usled cinjenice da neki autori ([2]str. 81) sva
fazna ogranicenja nazivaju holonomnim vezama.

U ovome radu relava se zadatak optimalnog upravljanja kretanjem (minimizacija
vremena) krutog tela u horizontalnoj ravni pri postojanju mehanicke neholonomne idealne
veze, a sa nametnutim ograni¢enjem neizmenjivosti mehanicke energije. Ovakav zadatak



reSavan je u radu [4] za kretanje u vertikalnoj ravni, gde je dato odgovarajuce numericko
reSenje na osnovu diferencijalnih jednacina dobijenih iz potrebnih uslova optimalnosti
klasi¢nog varijacionog racuna.

Cilj ovog rada je da, korii¢enjem numerickih postupaka za resavan e dvotackastog
granicnog problema(dobijenog na osnovu Pontrjeginovog principa maksimuma), precizno
definise reenje zadatka u zavisnosti od proizvoljnc zaciatih graniénih uslova. Osim toga data
je i diskusija o nacinima upravljanja kretanjem, gdc je pokazano da se optimalna trajektorija
moZe ostvariti i bez dejstva aktivnih sila.

2. POSTAVKA ZADATKA OPTIMALNOG UJPRAVLJANJA

Na slici 1 je prikazano telo mase m iy
poluprecnika inercije i za osu Cz, koje se krec¢e po
nepomicnoj idealno glatkoj horizntalnoj podioz.
Kretanje tela je ograni¢eno idealnom neholonom-
nom vezom realizovanom u obliku Capljiginoves
seciva [4]. [

Uzmajudi za generalisane koordinate:

7'=x. gr=y. 7= () 4 x "
jednacine kretanja u kanonskom obliku [5] glase: A
1 1 1
=1 52 3
gl =— g% =~— p- g9 = 2
7 w71 4 m L2 4 mie =8 (2a)
=01+ aang’  py=0,-4  py= 0
. 3 (2b)
- gltang3 -4 =0
a jednacina idealne neholonomne veze:
prang’ = py =0 bl
ili u skladu sa (2a):
gde su:
pi - generalisani impulsi (i=1,2,3)

A - mnozZitelj nechonolomne veze
Qi - generalisane sile (i=1,2,3)
Treba odrediti Q;=Qi(t) da se kruto telo iz zadatog pocetnog polo?aja:

7(0)=¢g% (/=123 (+a)

125.

prevede u zadati krajnji poloZaj:
ql.(r) = q” (/' = 1,2,3) (4b)

pri Cemu vremenski interval T nije zadat, njega treba minimizirati, ali da tokom kretanja
zadata vrednost mehanicke, u ovom slucaju kineticke, energije E bude konstantna:

-;—-/)1[((/'1)2+(q‘2)2+1’2(q")2]—£=0 (5a)
odnosno
1
ﬁ[ﬂxz‘fﬂzzﬂ'"zﬂaz]‘E:O (5b)

Uzmajudi za upravljanje ukupnu generalisanu silu jednacine (2b) prelaze u:
Pr=u; (F=123) (2¢)

a na osnovu jednacine nehonolomne veze (3) i faznih ogranicenja (5), u skladu sa (2a) i (2c),
dobijaju se ogranicenja upravljanja:
2 1§

9= 1
«#; tan g3+ 21 /)3(//7 -/2) cos™c g’ —uy =0 (3c)

Pty + pouy v i pyuy =0 (50)

ZADATAK 1:
Za sistem Cije su jednacine ponasanja (2a) i (2c) odrediti programsko optimalno upravljanje
u*=u*(t), i=1,2,3, uslovljavajué¢i minimum funkcionala

r
s=ar ©
0
pri_kretanju iz stanja(4a) u stanje (4b), pri ¢emu su na optimalnoj trajektoriji ispunjena
ogranic¢enja (3c) i (5¢). Osim toga, da bi (3c) i (5¢) zamenili (3) i (5) potrebno je ispunjenje
(3b) odnosno (5b) u jednom proizvoljnom trenutku.

Metodologijom iznetom u [6], primenili smo Pontrjaginov princip maksimuma za
upravljanje kretanjem mehanickog sistema sa mehani¢kim vezama, jer na osnovu izracunatog
u*i(t), i=1,2,3, iz (2a) i (2c) odreduju se generalisane sile Q;it) i At) na optimalnoj trajektoriji,
¢ime je zadatak resen do kraja. O tome ¢ée detaljnije biti re¢i u Poglavlju 5.

Napred formulisani Zadatak 1 ne moZe se do kraja rediti samo principom
maksimuma. Naime, s obzirom da su jednacine ponasanija sistema i ograniéenja upravljanja
linearna po upravljanjima u;, i=1,2,3, optimalna upravljanja se ne mogu odrediti iz uslova
maksimuma Pontrjaginove funkcije J¢!

o
—=0 (/=123 (7)

a,




Za ovakav slu¢aj kaze se da je singularan [8], optimalna upravijanja se odreduju
daljim diferenciranjem (7), pri éemu singularna optimalna upravljanja mor.ju zadovoljiti
Kelijeve uslove [8] za trodimenzionalni vektor upravljanja.

Medutim &injenica da pocetni (4a) i krajnji (4b) uslovi ne obuhvataju generalisane
brzine, odnosno impulse, omogucava da se brze dode do refenja. Naime uzmajuéi za
upravljanja v, i=1,2,3, generalisane brzine

gf=vi  (F=123) (8)
jednacina neholonomne veze prelazi u:
vltang3 —-p2 =0 9

a ogranicenja energije u:

%-/77-[(1/1)2+(V2)2+/'3(V3)2]—E=0 (10)

ZADATAK 2:
Za sistem Cije su jednadine ponaSanja (8), odrediti programsko optimalno upravljanje
vi*=v;*(t), i=1,2,3, koje saopstava minimum funkcionalu (6), tako da su na optimalnoj
trajektoriji ispunjena ogranicenja (9) i (10), a pocctno i krajnje stanje dati uslovima (4a) i
(4b).

Ovako formulisan zadatak vise nije singularan, a osim toga jednacina ponasanja ima
dva puta manje. Naredno poglavlje je posveceno relavanju Zadatka 2.

3.RESAVANJE ZADATKA OPTIMALNOG UPRAVLJANJA
U cilju resavanja Zadatka 2 formirajmo Pontrjaginovu funkciju:
JH=-1 +/11V1 +ﬂn_‘/2+ ;.31/3 (11)
i na osnovu (9), (10) i (11) spregnuti sistem jednacina:
A =0
=0 (12)
75 = yyprlcos?
gde su i, i=1,2,3, koordinate spregnutog vektora.
Uslovi maksimuma (7) u slu€aju kada postoje ograni¢enja (9) i (10) dobijaju oblik
Al—wptang? = ypt =0
Aty =yt =0

A=y /27 = 0)

127,

Iz relacija (9), (10),(11) i (13), uz uslov #=0 za slu¢aj nepoznatog vremenskog

intervala, slede mnozitelji veza:
= Lsingdcosa® - 10082 o3
y, = Asing”cosg ,C0s° g
(14)
m

~

<

2

(s8]

kao i optimalna upravljanja:
2E .
(4,cos2 g% + 4,-sing> cosq3)

2.E 5
2 :—-—-(Alsinq3 cos.73+lzsm2 43) (¥s)
m

pl=—
m
Na osnovu relacija (8),(12),(14) i (15) sledi dvotackasti granicni problem za sistem
diferencijalnih jednacina:

2F£ i
g =_~(/*1cos2 f13+/125i"43C°593)» /=0
”m

e . ) (16)
g2 :7,;—-(/l]sinq3cosq3+/125in2 q3), A,=0

2E : -
PR T N L”—-(/llsin 73 - A,zcosq3)(11cos 73 + A,sin q3)

m 2L
sa zadatim graniénim uslovima (4a) i (4b). Za odredivanje nepoznatog vremena T na
raspolaganju ima uslov =0, za (,=0 uz (4a) i (15). Na osnovu resenja q;=qj(t), A=),
i=1,2,3, dvotackastog grani¢nog problema, diferencirajuéi (15) u skladu sa (16) dobija se
4'=4'0 a time i ukupne generalisane sile p()=u;(t) na optimalnoj trajektoriji.

4 NUMERICKO RESENJE

Uzmimo, da je bez ogranic¢enja opstosti,

7/000=0 (/=123) 1
i neka je
2F o .
7:1 [:2 , I=1[m]

Iz uslova J(=0 i relacija (11),(15) i (17) sledi:

o 0=-1+ [0 +[40) b

S obzirom da su jednacine (16) nelinearne neophodno je numericki reavati problem.
Predhodno, neophodno je preformulisati zadatak na slucaj zadatog intervala nezavisne
promenijive [3]. U&nimo to uvodenjem tzv. "bezdimenzionog" vremena t':



¢t=7-r, 0s/s<1 (19)
Sistem jednacina (16), uzmajuéi u obzir napred navedeno, prelazi u

(1/")' =7 (4)-cos? 3 + 2y -sing3-cos 73), ()1) =0

((/-2)' =7 (4, sing?-cos g3 + Ay-sin? ¢3), (,12)’ =0 (20)
(.’]3)’ =723y (&) =7(4-singd - 2y-cos g3)-(4y- cos g3 + Ay -sin ¢3)
(7) =0

gde je oznakom ()’ oznaceno diferenciranje po t”. Pocetnim uslovima (17) i (18) treba dodati
Krajnje:

7'M =gir (/1=1223) (21)

tako da je njihov ukupan broj jednak broju diferencijalnih jednacina (20) i problem je
prilagoden da se numeri¢ki reSava nekim od postupaka za resavanje dvotackastog granicnog

problema. Osim generalisanih koordinata i spregnutog vektora, odredeno je i vreme trajanja
kretanja T.

Na slici 2 i slici 3 dati su dijagrami zavisnosti y, =y, (x.) i ¢=(x;) nacrtani na osnovu
rezultata numericke integracije.

Za numericku integraciju iskoriséen je program za relavanje konturnih problema,
zasnovan na mietodi konaénih razlika [9].

i T T ] i r‘-[ T T )
[ | : n ! | z :
s = | ' H i )
7 N £ R T !
- | N
! ) b | ! );’
R ' N T 1
o 1 2 1 | P i
’ ! 1/ '
‘fl f ': ’i i % ; \
i 1 ! | ‘; ! ‘i '
[ a i b I

gN7) =10 [m] g27) =10 [#) 43(7) =0 ¢=14_80625 [s)]
Slika 2
5. REALIZACIJA UPRAVLJANJA KRETANJEM

Na osnovu rezultata prethodnih poglavlja moZemo smatrati poznatom ukupnu
generalisanu silu uj=u (1), i=1,2,3, 0<t<T. Takode, znamo i ¢;=q;(t), i=1,2,3, a na optimalnoj
trajekloriji odrzava se integral energije i zadovoljena je jednagina neholonomne veze.
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g\ (7) =10 [m) g2(7) =10 {m] q3(7')=-7;§-=45["] ¢ =14,45512 [s]
Slika 3

Odredivanje Qi(t), i=1,2,3, i mnozitelja M), resavanjem direktnog zadatka dinamike na
osnovu (2b) i (2¢), nema jednoznaéno reSenje. Navedimo neke od slucajeva:

i) =uls), A)=0 (22a)
O =w3(0), O =0, As)=-uy(0), O\(7)=2(s)+uy(7)-tan 73(0)  221)

Os(1) = ”3(1). Ql(/) =0, A= U](/) -tan-1 ¢3(s),
Oo(2) = tp(£) + 241 () tan~1 43(2) (22¢)
Slucaj (22a) odgovara parazitskoj vezi, tj. onoj &ija je reakcija jednaka 0. On se

moze ostvariti kada se aktivne sile menjaju po odgovarajuéem zakonu ili sa dve idealne
holonomne veze

fi=(g7)=0 i=12 ;=123 (23)

One se mogu, s obzirom na poznato q;(t), i=1,2,3, ostvariti na beskonaéno nacina.
Na primer “ukopavanjem" Zljebova u podlozi za proizvoljne dve tacke krutog tela, tako da
sljeb prati odgovarajude putanje tacaka pri optimalnom kretanju. Drugi nacin je kotrljanje
pokretnog po nepokretnom centroidu.

Sledeci nacin je kada je jedna od generalisanih ostalih sila Qt) i=1,2, jednaka 0.
Pri tome, za Q3()=0, u opitem sluaju ,nije moguce ostvarenje optimalnog upravljanja.

Bez dejstva aktivnih sila upravljanje kretanjem moze se ostvariti i tako 3to se telu,
osim postojece neholonomne nametne jos samo jedna holonomna mehanicka veza tipa (23).

Ukupne generalisane sile bice:
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a

= ﬂl-a—;{—l-o A-tang3
Hh (24)

iy = /1] 2 ﬁrﬂ =
A

a s obzirom da je:
Ou; Ou; .
rang{a—:, (7):} =2 /=123 (25)

1z relacija (24), na osnovu poznatih ukupnih gencra{isanih silauyt), i=1,2,3, odredeni
su i mnozitelji veza A() i Aq(t), Cime je zadatak u potpunosti resen.
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UTICAJ VRSTE VEZE UVRTNE ZAVOJNE OPRUGE SA NEPOKRETNIM
OSLONCEM NA VREDNOST SOPSTVENE KRUZNE FREKVENCIJE

THE INFLUENCE OF A SORT OF THE CONNECTION OF THE HELICAL
TORSION SPRING WITH THE FRAME ON VALUE OF THE NATURAL
CIRCULAR FREQUENCY

Summary:

The helical torsion springs are mostly used as driving elements for realization
of the rotating discontinuous motion of the elements or subassemblies. One spring
end is connected to the frame whilst the other one to the element to be moved. The
fixing spring end can be rigidly clamped, joint connected or simply supported. In
order to determine the influence of a sort of the connection of the helical torsion
spring with the frame on value of the natural circular frequency, the spring is
modeled as a space curved beam being stressed by flexion. A state of the element
of the space curved beam can be described by the system of 12 linear differential
equations of the first grade. This system can be reduced to 6 linear differential
equations of the first grade by introducing some simplifications. In order to simplify
the mathematical model, the beam is divided into 7 portions and the masses of the
portions are concentrated at its ends. As nincreases the error lowes. In this paper a
matrix method is used to calculate the natural frequencies.

1. UVOD

Uvrtne zavojne opruge (sl.1) koriste se kao pogonski elementi za
realizovanje obrtnog diskontinualnog kretanja elemenata ili sklopova. Telo opruge je
najcesce navuceno na odgovarajucu osovinicu (trn).  Opruga je kracima koji mogu



