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Uradu je razmatran mehanicki sistem koji vrsi brahistohrono kretanje. Matematicki model sistema je dat
u vidu LagranZevih jednacina druge vrste u kontravarijantnom obliku. IzloZen je postupak odredivanja
programskih optimalnih upravljanja. Postupak je zasnovan na principu maksimumaza slucaj ogranicenja
upravljanja i faznih promen /zvih u vidu jednakosti. Za upravijanja su uzete generalisane brzine i na taj

nacin je znatno pojednostavlj

en postupak za odredivanje optimalnih upravljanja i znatno smanjen obim

izraCunavanja. ReSavanje dvorackastog granicnog problema je izvrSeno numerickom metodom konacnih
razlika. Istovremeno je razmatran i slucaj neodredenog vremena i dat postupak za taj slucaj. Usled
nelinearnosti i sloZenosti.upotrebljenih izraza primenjeno je simbolicko programiranje.

1. UVOD

Postavka problema

U ovom radu ¢e se razmatrati brahistohrono kre-
tanje mehanickog sistema (ukupna mehanicka energi-
ja sistema je konstantna). Treba napomenuti da je
zadatak odredivanja brahistohrone postavio Bernuli
1696. godine, a sa tim su postavljeni i temelji mnogih
istraZivanja u analitickoj mehanici. Ideju Lajbnica pri
reSavanju ovog zadatka iskoritio je Ojler (Euler) i
postavio osnove prvih metoda varijacionog racuna.

Kretanje holonomnih skleronomnih mehanickih
sistema se moZc opisati pomocu LagranZevih diferen-
cijalnih jednaclina druge vrste u kontravarijantnom
obliku:

+ Tl = al (-0

Ljk=12.,n

gde su g’ generalisane koordinate, IT = IT (%) potenci-

jalna energija sistema, a¥ = a¥ (qk) komravarqanme
koordinate metrickog tenzora konfiguracionog pro-

stora R", Fj‘:k Kristofelovi simboli druge vrste, koji su
dati sledecim izrazom:

; 1 day da j 9 aj
l. = — - —
rjk 2 a F) qj ] qk 9 ql ’ (2)
Lhkil=12.
gdesua,; ii = ajj (qk) kovarqantne koordinate metrickog

tenzora, dok j ]e QJN nepotencijalna generalisana sila:

QN‘—‘QN(qi’ uﬁ)a (3)

Adresa autora: mr Zoran Markovi¢, Saobracajni fakultet, -

Beograd, Vojvode Stepe 305
Rad primijen 2.XII 1997.

14M

+QN), (1

Lpk=12.,n,
B=12.,m
gde je uﬂ vektor upravljanja.

Da bi se primenio Pontrjaginov princip maksimu-
ma, koji ¢e se u ovom radu koristiti u cilju odredivanja
optimalnih upravljanja, potrebno je kretanje datog.
mehanickog sistema prikazati u obliku sistema dife-
rencijalnih jednacina prvog reda u normalnom obliku.
Sistem od n diferencijalnih jednacina drugog reda (1)

moZe se zameniti sa sledecim sistemom od 2n diferen-
cijalnih jednacina prvog reda: »

i=y
§ = ~Tiyik +ai (25 +QN>, @
Ljk=12.,n

Razmatrace se slu¢aj ograni¢enja upravljanja tipa
jednakosti.

U slu¢aju kada u mnogostrukostima na kojima
moZe biti poceto i krajnje stanje sistema, ne figuriSu -
generalisane brzine y* i kada isovremeno u ogranicen-
jima upravljanja kao i u meri optimalnosti ne figurifu
upravljanja u, (generalisane sile) moZe se znatno po-
]ednostavm postupak za odredlvan]e optimalnih upra-
vljanja i znaCajno umanjiti obim izratunavanja
uvodenjem generalisanih brzina kao upravijanja. Na -
taj nacin e se umesto sistema diferencijalnih jednacina
(4) razmatrati sledeCi sistem diferencijalnih jednacina
kojima je opisan posmatrani mehanicki sistem:

¢k =uk, o - 05)
k=1,2.,n

Pocetno stan]e sistema moZe biti na mnogostruko-
stima:

A [¢ W] =0, 6=12..nysn, (6
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i=12.,n,

a krajnje stanje sistema moZe biti na mnogostrukosti-
ma:

ol [# )] =0, 1=13.

j=12_.,n

,n<n, (7)

Zadatak optimalnog upravljanja kretanjem meha-
nic¢kog sistema, u ovom slucaju, sastoji se u odredivan-
ju upravljanjau, izskupa dopustivih upravljanja zada-
tog relacijama:

D, (¢, uk) =0,

y=L4L2,..., p, k=12 .,n (8)

pod Cijim ¢e dejstvom mehanicki sistem, prikazan u
obliku sistema diferencijalnih jednacina (5), iz pocet-
nog stanja zadatog na mnogostrukostima (6), do¢i u
krajnje stanje, zadato na mnogostrukostima (7), uz
uslov minimalnosti funkcionala:

4
I=[P@,ubdt  jk=12.,n (9

Iy

2. RESENJE PROBLEMA PRIMENOM PRINCIPA
MAKSIMUMA

Redenje postavljenog zadatka moguce je dobiti
primenom teoreme 2 [3] koja je formirana na osnovu
Pontrjaginovih teorema dokazanih u fundamentalnoj
monografiji [12], za problem koji se razmatra u ovom
radu. U tom cilju, na osnovu sistema jednacina (5),
uvodi se Pontrjaginova funkcija koja ¢e u ovom slucaju
imati oblik:

Hg, A, f , ub) =2of0 + A, uk (10)

k=12 ..n

gde sud, i A, koordinate spregnutog vektora.

Na osnovu prethodnog izraza mogu se formirati
spregnute jednacine:

oH 0P
I L b
k aqk M aqkr (11)
k=12 ..,n, y=12.,p

gde su u¥ mnoZitelji, pri Cemu se na osnovu Pontrjagi-
nove teoreme moze uzetidy = -1.

KoriS¢enjem Pontrjaginovog principa maksimu-
ma, odnosno sledeceg uslova:

_ 9H P
Ay = ol TR (12)
k=12 0 y=12.,p

i izraza (8) mogu se eliminacijom mnozitelja x¥ dobiti
upravljanja u obliku:

k= uk (A, ),
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hk=12.,n (13)

Zamenom izraza (13) u jednacine (5) i (11), dobija
se sistem od 2n diferencijalnih jednacina prvog reda u
normalnom obliku sa 2n nepoznatih funkcija. Za
odredivanje reSenja u konaCnom obliku potrebno je 2n
granicnih uslova u slucaju kada je vreme ¢; zadato.
Ukoliko je zadat manji broj grani¢nih uslova, koriste
se uslovi transverzalnosti.

ReSavanjem se dobijaju generalisane koordinate i
spregnute promenljive u zavisnosti od vremena:

gd=q@), A=4E jk=12.,n (14)

Zamenom tako dobijenih reSenja (14) u izraz (13),

dobijaju se upravljanja u obliku:

=k, k=130

U slucaju kada vreme ¢, nije zadato koristi se do-
punski uslov:

(H)z1 =0.

Da bi se mogle efikasno koristiti numeri¢ke meto-
de, tada se uvodenjem smene:

(16)

[=T[l, (]7)

gde je T bezdimenziono vreme (0 < v < 1), at; nepoz-

nata konstanta koja odgovara krajnjem trenutku kre-

tanja, dobija sledeci sistem jednacina:
d gk

dA, P

—-'~=—tla—H.+tl,u>’—.z, (18)

dt 9 ql 3 ql

dr ~

Lk=12.,n,

0,

y=12.,p

Zamenom izraza (13) u (18) dobija se sistem od
2n+1 diferencijalnih jednacina prvog reda sa 2n+1
nepoznatih funkcija. Za dobijanje reSenja u kona¢nom
obliku potrebno je 2n+1 uslova. Pored pocetnih i kraj-
njih uslova i uslova transverzalnosti koristi se i dopun-
ski uslov (16).

Resavanjem dvotalkastog grani¢nog problema,
dobijaju se reSenja u obliku:
Ai=2; (),

=4 @, (19)

Lk=12.,n

t, = const,

Zamenom reSenja (19) u izraz (13) dobijaju se
upravljanja u obliku:

uk=uk(t), k=12.,n (20)

a zatim se koriS¢enjem (17) dobijaju reSenja u funkciji
vremena t:

qk = qk ), ,11- = ,11- (t), t; = const, uk = yk ),(21)
ik=12.,n
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Ukoliko se upravlja silama, sada se mogu odrediti
upravijanja u; (nepotencijalne generalisane sile QJN)
koriste€i LagranZeve jednacine druge vrste u kovari-
jantnom obliku:

oIl
uj-=QjN=“,y‘I'+Fik,j‘1'51k+a—qj, (22)

Ljk=12..,n,
gde je a; kovarijantni metricki tenzor konfiguracionog

prostora R", dok su T, Kristofelovi simboli prve vrste

ik,j
dati slede¢im izrazom:
1 d ak‘ d al“ a alk
| G ] - =), 23
ki7" 2aq " agk ag o

ikj=12. ,n

3. PRIMENA SIMBOLICKOG PROGRAMIRA-
NJATMATHEMATICA INTERPRETERA

ReSavanje navedenog zadatka izloZenim algorit-
mom zahteva vcliki broj rutinskih radnji, koje zahteva-
judugotrajno raCunanje i podleZu mogucnosti grefaka,
svojstvenim tzv. "ru¢nom"” postupku. Medutim, danas,
na sreCu, tehnika simboliCkog programiranja omo-
guava pisanje programa za simboliCko izvodenje
sloZenih matematiCkih operacija. U ovom radu kori-
lstiée se simbolicki interpreter Mathematica.

Dok se klasi¢ni programi mogu shvatiti kao niz
instrukcija na osnovu kojih iz jednog skupa brojeva
slede drugi, Mathematica se moZe smatrati za skup
pravila na osnovu kojih se izrazi i formule transformisu
1z jednog oblika u drugi. Izlazne rezultate interpretera
je korisno uneti u postojee programe u Fortran-u
posto je Mathematica relativno spora i skoro neupo-
trebljiva za intezivne numericke proracune.

3.1. Program za dobijanje jednacina dvotackastog gra-
nicnog problema sa zadatim intervalom nezavisno
promenjljive za brahistohrono kretanje mehanickog
sistema.

Ulazne veliCine za dati program su:

n - broj stepena slobode,

E - vrednost mehaniCke energije

pi - analitiCki izraz za potencijalnu energiju siste-
ma,

a[[i,j]] -analiticki izrazi kovarijantnih koordi-
nata metrickog tenzora.

fi = pi + Sum [a[[ij]] uli] u (], {i,n}, {j,n}1/2 - EE
//Simplify;
H = Sum[lam[i] u[i], {i, n}] - 1;

 resenje = Module[

{sist1, sist2, proml, prom2, sist, prom},

sistl = Table[D[H, u[b]] - mi D[fi, u[b]] == 0,
{b,n}];

sist2={Il==0};

.16 M

proml = {mi};

prom2 = Table[u[b], {b, n}];

sist = Join[sistl, sist2];

prom = Join[proml, prom2};
Return[Solve[sist, prom]1;

1

res = resenje [[1]];

qd[j_] := D[H, lam[j]] /. res;

lamd[i_] := -D[H, q[i]] + mi D[fi, q[il] /. res;
pravilo = {q[i_] —> x[il,Jam[i_] —> x[n+il};
xprime[i_] := (qd[i] /. pravilo) /; (i < n);
xprime[i_] := (lamd[i - n] /. pravilo) /; i >=n +
1&&i<=2n);

xprim[i_] ;+ x[2n + 1]*xprime[i] /3 (i = 2n);
xprim[2n + 1] = 0;

pdli_, j_] := D[xprim[i], x[j11;

Dati program sadrZi i odredivanje Jakobijana neo-
phodnih za numericko reavanje.

4. PRIMER

Razmatrace se mehanicki sistem prikazan nasl. 1.
On se sastoji iz Stapa OA duZine 21 i mase 3m koji se
moZe obrtati u vertikalnoj ravni oko nepomi¢nog zglo-
ba O i kliza¢a M mase m zanemarljivih dimenzija koji
moZe klizati po Stapu.

y1v A
SL. 1

Potrebno je odrediti zakon relativnog kretanja kli-
zaCa po Stapu x(f) i zakon obrtanja Stapa ¢(f) da bi
mehanicki sistem prefao iz po¢etnog stanja:

O =1, p0)=%, (24)
u krajnje stanje:
5
) =1, pH) =%, (25)

za najkrace vreme, tj. uz uslov minimalnosti funkcio-
nala:

(26)
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pri ¢emu ukupna mehanicka energija sistema treba da
bude konstantna (brahistohrono kretanje) i jednaka
nuli. Potrebno je takode odrediti i vreme ¢,. Zanema-
ri¢e se trenje pri kretanju klizaa M po $tapu i moment
trenja u zglobu O.

Kineti¢ka energija sistema je:

T=2m12¢2+%m£2+%mx2'2, (27)
dok je potencijalna energija data izrazom:

N=—~x+3)mgsing, (28)
gde su za generalisane koordinate uzete pomeranje x i

ugao .
Kako se radi o brahistohronom kretanju moze se
napisati:

J@R+2) 2+ 12— (x+3Dgsinp =0. (29)
Pogto u uslovima (24) i (25) ne figuri§u generalisa-
ne brzine x i ¢ posto u izrazima (26) i (29) ne figurisu

nepotencijalne generalisanje sile, mogu se za upra-
vljanja uvesti generalisane brzine:

i=ul, ¢p=u?.

(30)

Sada je, prema (29), ograniCenje na upravljanja
dato u obliku jednakosti:

Oy =4 (42 +22) (42 + 5 @2 -

—(x+3D)gsing=0. (31)

Pontrjaginova funkcija ima slede¢i oblik (videti
(10)):
H=-1+2ul +1,u2, (32)

a na osnovu nje se formira spregnuti sistem jednacina
(videti (11)):

Ay =pul (x u?)2 - gsinp),

Ay=—-ul(x+3klgcose. (33)

KoriS¢enjem izraza (12), (16) i (31) dobijaju se
upravljanja u obliku (13):

ul =2gA (x+3)sing,

28, (x +3)sing

2
u
412 + x2

(34)

Zamenom ovako dobijenih upravljanja u izraze
(30) i (33), koriste¢i smenu (17), dobija se sledeci
sistem jednacina (videti (18)):

x'=2gAt;(x+3)sing,

. 281 (x+3D)sing

402 +x2 ’
. 28xA%1 (x+3D)sing £
A= (4 2+ x2)2 “2@+3n Y
, tectgey
,12=___12_,

t,1=0.

gde su sa (') oznaleni odgovarajudi izvodi po bezdi-
menzionom vremenu t.

Za odredivanje nepoznatih funkcija
x(t), ¢(r), A1(r), Ay(r) i parametra ¢, iz dobijenog
sistcma od pet diferencijalnih jednacdina prvog reda u
normalnom obliku neophodno je pet grani¢nih uslova.
Pored Cetiri granicna uslova (24) i (25), peti grani¢ni
uslov:

1)

4g’

dobijen je kori§¢enjem izraza (24), (31) i (34).
Resenje je dobijeno numericki, primenom metode

konacnih razlika, pri ¢emu je uzeto da je /=1m. Na taj

nacin su odredene zavisnostix(r) , ¢(7), (sl. 2),4,(r) i

Ay(t) i traZeno vreme 7,=0,59 s. Kori§¢enjem (17)

odreduje se traZeni zakon relativnog kretanja kliza¢a
po Stapu x(¢) i zakon obrtanja Stapa p(r).

30)+5230) = (36)

X [m]
1,00

0,98
0,96 -
0,94
0,92
0,90
0,88
0,86

ih\ 4l

M -

xxxxx

0 010203040506070809 1 ¥

@ [rad
354

2,50 -

1Y

2,00

1,50

1,00

0,50

0,00

SL 2

MASINSTVO 47 (1998) 3

M 17



Z. MARKOVICi ...

NUMERICKO IZRACUNAVANJE OPTIMALNIH ...

Ukoliko se dobijena kretanja ostvaruju pomocu
nepotencijainih generalisanih sila, za njihovo
odredivanje se koristi izraz (22).

Ovakvo kretanje se moZe ostvariti i bez dejstva
aktivnih upravljackih sila. Prema prirodi brahistohro-
nog kretanja (ncizmenjena mehanicka energija) mo-
guce je sistemu (slika 1.) sa dva stepena slobode, na-
metnuti jednu idealnu holonomnu mehanic¢ku vezu, u
skladu sa dobijenim kona¢nim jedna¢inama kretanja.
Ukoliko se u vertikalnoj ravni ureZe Zljeb u obliku
linije putanje tacke M (sl. 3) i ako se unutar njega

SL 3

postavi osovinica zanemarljivih dimenzija, koja je
pri¢vricena za kliza¢ M, pri puStanju sistema iz pocet-
nog poloZaja da se krece, u skladu sa (29), ostvarice se
brahistohrono krctanje bez dejstva aktivnih sila.

SUMMARY
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NUMERICAL CALCULATION FOR OPTIMAL CONTROLS OF BRACHISTOCHRONIC

MOTION IN A MECHANICAL SYSTEM

In this paper a mechanical system performing brachystocronic motion is discussed. Mathematical model
is expressed in the form of Lagrange’s equations of the second type in their countervariant form. The
procedure of defining optimal controls is explained. The procedure is based on the maximum principle and
expressed in the form of equations for an occurrence of limitation to the conitrol and phase variables.
Generalized speeds are accepted for the controls, and, in that way, the procedure of optimal controls
determination is considerably simplified and the scope of calculation substantially reduced. Solution of a
two-point limitation problem is performed by the method of finite differences.” At the same time, the
incidence of indefinite time is also discussed and the procedure for that case is given. Due to non-linearity
and complexity of the expressions used, symbolic programming has been applied.
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