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1. UVOD

Mnogi inzenjerski objekti (manipulatori, prevoz-
na siedstve, letelice, tiansporine masine i sl.) mogu
se, sa dovoljno velikom tac¢no$éu, modelirati kao sis-
temi kiutih tela, U analizi dinami¢kog ponasanija
ovakvili sisiema veliki zna¢aj ima simulacija kreta-
nja koja obuhvata formiranje matematickog modela
u vidu diferencijalnih jednacina i njihovo integralje-
nje. Usled slozenosti modela neophodno je dati au-
tomatski postupak formiranja jednacina povezan sa
numerickim metodama integracije. U re§avanju ovak-
vih zadataka nuzna je, naravno, primena radunara.

Sami postupci dobijanja diferencijalnih jednaci-
na kretanja predmet su istraZivanja timova stru¢nja-
ka iz celoga sveta. U monografiji [1] dat je pregled
20 kompjuterskih programa koji su resavali postav-
ljeni problem. Moze se primetiti da su svi oni imali
razli¢iti pristup po pitanju strukture sistema, tipova
veza, KoriScenog teorijskog pristupa (vrste jednaci-
na), programskog jezika, nacina dobijanja jednacina
(numericki, simbolicki i sl.), prezentacije rezultata
itd, I u drugim monografijama i radovima moze se
naci veliki broj ovakvih postupaka, npr. [2].

U ovome radu daje se metod baziran na geomet-
rizaciji kretanja sistema krutih tela tako &to se raz-
matra kretanje reprezentativne tacke u n-dimenzio-
nalnom konfiguracionom prostoru [3], gde je n-broj
stepena slobode. Proces dobijanja diferencijalnih
jednac¢ina predstavlja dalji razvoj postupaka iznetih
u [4] i [5].

Razmatrace se sistemi tela »strukture drvetac
[6], povezanih medusobno obrtnim ili translatornim
vodicama (kinematski parovi pete klase), koji vrse
kretanje pod dejstvom sila zemljine teZe i nepoten-
cijalnih generalisanih sila (pogonskih sila, viskoznih
sila i sl.).

U drugom poglavlju definiSu se svi potrebni pa-
rametri koji su potrebni pri simulaciji. Ulazni poda-
ci se smeStaju u datoteku iz koje se id¢itavaju pri
svakom pozivanju glavnog programa,

Formiranju jednac¢ina kretanja povedeno je
trece poglavlje u kome je izloZen teorijski pristup.
Oznacavanje je sprovedeno u tenzorskom obliku [7].

Cetvrto poglavlje opisuje strukturu kompjuter-
skog programa za simulaciju kretanja. U petom pog-
lavlju je, pomocu ovog programa, obraden test-pri-
mer na kome su testirani i svi programi iz monogra-
fije [1].

2. DEFINISANJE PARAMETARA SISTEMA
KRUTIH TELA

Da bi u potpunosti poznavali sve veli¢ine potreb-
ne za simulaciju, kretanja, potrebno je definisati pa-
rametre koji opisuju:
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a) strukturu i tipove veza:

e broj siepena slobode (ujedno i broj tela) n;

e niz L(1), i=1,...,n, L(i) <i u kome se sva-
kom broju tela i dodeljuje broj L(i) tcla koje mu
prethodi;

e niz 7(i), i=1,...,n u kome se svakom telu sa
brojem i pridruzuje vrednost 1 i-ta koordinata
predstavlja translaciju a vrednost 0 za rotaciju;

b) geometriju sistema:
- -

e vektori pi, pij, €,i= 1,...,n,i= L(j); svi ovi
vektori izrazeni su u lokalnim koordinatnim sistemi-
ma, »vezanime za telo i, a sa koordinatnim pocetkom
u centru inercije C;

c) raspored masa:

o mase tela n, 1= 1,...,n;

e tenzori inercije pojedinih tela ©..), i = y —
odredeni u odnosu na »lokalne« koordinatne sisteme.

&

——

Sl. 1 — Primer sistema tela strukture drveta

Na sl. 1 dat je primer definisanja strukture. Za
ovakav mehanicki sistem je: n=7, L(i) = (0,1,2,3,3,
1,6), T(i) = (0,0,1,0,0,0,1).

Na sl. 2 prikazani su vektori koji definifu geo-
metriju sistema tela, Svi ovi parametri nalaze se u
ulaznoj datoteci mehani¢kog sistema koju kreira
jednostavan pomo¢ni program.
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aa.-, 911

— i
aq* dq"

odreden generalisanim koordinatama ¢, i=1[...., .

Detaljno izvodenje ovog postupka dato je u [8]. U

da

velicina ., 7za svaki poloZaj sistema

-

tabeli 1 dati su izrazi za «.,, a u tabeli 2 za

) d ({/.
koje odgovaraju telu a. Za sve druge kombinacije
koje nisu obuhvadene ovim tabelama odgovarajuée

d a;;
. . . velicine jednake su nuli. Vrednosti a;, i dobi-
Sl. 2 — Vektori koji definisu geometriju aq"
jaju s¢ sumiranjem velic¢ina iz tabela 1 i 2 za sva te-
la u sistemu.

3. FORMIRANJE JEDNACINA KRETANJA

. Oznaka i(<)j znac¢i da je i=L(L(...L(j)...)).
Posmatrajmo kretanje holonomnog mehani¢kog -» L

sistema sa n stepena slobode na koji deluju poten- Vektor [Y% s¢ izracunava preko pomoénog vektora

cijalne i nepotencijalne sile. Ako sec ono predstavi 13 N,

preko kretanja reprezentativne tacke u konfiguracio- -y« (sl. 3) na sledeci nacin:

nom prostoru R,[3], LagranZeve jednadine druge

vrste u kovarijantnom obliku glase:

e R ,
a"l ql S [il k; l] ql qk=_ +Qi‘\p i: i,k =
aq
=d,..., N (1)

gde su:

. I a a,',‘ a aik a aik
i, k; il = ( Sl — ) —
2 dg* aq aq' !/

Sl. 3 — Pomocéni vektori koji definisu geometriju

Kristofelovi simboli prve vrste, g — generalisane

koordinate, a;; (q¢*) — kovarijantne koordinate met- 2 - -y

rickog tenzora konfiguracionog prostora, M(q*) — IY“ == €y XS

potencijalna energija, Q*(g% ¢*,t) — nepotencijalna '

generalisana sila, f-vreme. Izvodi potencijalne cnergije za siucaj sila zem-

Jednadine (1) se mogu predstaviti u normalnom Ijne teZe izracunavaju se prema:
obliku:

) ol -, -
qr =y* =—g-Y_m_t , T(k)=0,k(<)a,
: . 5 o LN ol , aq" a=k &R
¥ =" (— U ks ily y — +Q7 |,
aq' / dJ11 — N =
=—g- I M p Ttk) =L k{=)e, 3)
m=l1.;..,1, 2) aq* a=k
ade su: gde je_g-vektor ubrzanja zemljine teze.
a"™ — kontravarijantne koordinate metrickog tenzo-
ra konfiguracionog prostora, Sve ostale sile koje deluju na mehanicki sistem
y“ — Kkontravarijantne koordinate generalisane br- potrebno je  zaduti  analiucki u vidu  fuakeije
zine. QFf (g, q% 1.
Postupak automatskog formiranja jednacina kre- Pri izracunavanju veli¢ina iz tabele 1 i tabele 2

tanja u numerickom obliku sastoji se u odredivanju polazi se od parametara sistema definisanih u po-

Tabl. 1 — Izrazi za a;; tela a

B =9 T(j) =1
T(j))=0 T(j) =1 T(j)=20 T(j) =1
i(s)j(=)a i(>)j(<)a i(>)j(<)a i(<)j(s)a
~» -»
'”atia'tja+ N N N
- '"a[ia'ej mg €; 'tja mee; i

> J -
+e; - ("c(a)'ej
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Tabl. 2 — Izrazi za 3 ai;/d ¢* tela a

T(i)=0 T() =1
k i] T(j)=0 () =1 I(j)=0 I(j)=1
i(=)j(=)a i{<)j(=<)a i(<)j(<)a i(<)j(<)a
- o N & . -
l(«". X lka) : [ju -+ [(L X lka) e+
T(k)=0 +7. (: ><>t). m — '_l’. ?x? m —; _L: 7 B o il X g
. . i E « )| Ma T iy - (g G k)(t, m e..fe, Xe\m
Y o @XM TG, 6 @xE,
—(ekX('i) (-)((u).oj
A e - 5
T(k) = ] ((’L- b l’k) A Ij(l’”(l (e', X ek) e;ma 0 0
> o -
+—+ (»» - ]
..« fe. X1 )”'“‘ .
T(k) =0 it J73 Ra a P * 2> >
S M (0 R M ST
' (%) Qe
/(<)/\'(5)a -~ > =
— . (7)‘,‘((4) (c’k X (’.’,)
> >
[(("i A ('k)’l,"(( o — - — - = -
T(k) =1 = (eiX e)-em, e - (e xe)m, 0

> >
” .(uj X (1‘.3)] m.

clovlju 20 Svi vektori i tenzori izrazeni su u »lokal-
nim« koordinatnim sistemima. Uzcéemo da su oni
tal.o cdabrani da su odgovarajuiée osc svih tela isto-
vetno usmerene u referentnoj konfiguraciji (g' = 0,
i=1,...,1). Osim toga, osu broj 3 usmeri¢emo ver-
tikalno navise u referentnoj konfiguraciji za sva
tela.

Prevodenje iz jednog u drugi koordinatni sistem
omogucdeno je cdgovarajuédim matricama transformas-
cije. Neka su data dva susedna tela sa rednim bro-
jevima 8 = L(e) i e. Na osnovu Rodrigovog obrasca
[3], za slucaj da je T(a) = 0, u [5] je izveden izraz:

l

[AL(G), u] - []] + (1 — €0S qa)[e:xlz + [c’:] . sing®

1o o 0 —eg3 €q2
[¢ € 1
[1] = 0 1 0 [c’a] = a3 0 2 —e.1
0 0 1 %2 % 0
4)
-y
U (4) su €. i=1,2,3, koordinate vektora €y

izraene u lokalnom koordinatnom sistemu tela «o.
Za wcaj T(a) = / matrica transformacije je jedinic-
na. Matrica transformacije, kojom se mnozi vektor
izrazen u lokalnom koordinatnom sistemu tela kako
bi s¢ preveo v nepomicéni kocordinatni sistem, dobija
se iz rekurentne relacije:

[4a] = [ o] [ (@), e ] (5)

Napcmenimo da ove matrice, s cbzirom da ka-
rakterisu ortogonalne transformacije rotacije, imaju
tu osobinu da se inverzna matrica dobija transpono-
vanjem. Kaoda se svi vektori i tenzori izraze u istom
koordinatnom sistemu, tada se izrazi za a,;, 9a,;/d ¢*
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1 dll/d 4" dobijaju poznatim pravilima tenzorske al-
gebre [7], a na osnovu izvedenih relacija. Svi vektori
u njima izrazavani su u nepokretnom koordinatnom
sistemu, osim vektora koji se skalanno mnoZe sa

tenzorima G(,u) yao=1,...,n. Ti vektori su izrazava-

ni u lokalnom sistemu tela « u cilju izbegavanja
transformacije koordinata tenzora inercije (mada je
i ovo moguce uciniti [3]).

4. STRUKTURA PROGRAMA

Na osaovu teorijskih ¢injenica navedenih u pret-
hodnim poglavljima razraden je program za simula-
ciju kretanja mehanickih sistema. Funkcionisanje
ovog programa objasni¢emo u nekoliko tadaka:

e Program prvo ucitava ime ulazne datoteke ko-
ja mora biti prethodno pripremljena pomocu jedno-
stavnog pomodénog programa. Ulazna datoteka sa-
drzi podatke koji potpuno definiSu simulirani meha-
nicki sistem.

e Zatim se od korisnika zahteva da specificira
ulazne podatke koji ¢e definisati pocetno stanje me-
hani¢kog sistema: vektor pocetnih vrednosti genera-
lisanih koordinata g*, i vektor pocetnih generalisanih
brzina g%k = 1,...n)

e Programu se zadaje vremenski interval u ko-
me treba vrs$iti simulaciju kretanja: pocetno vreme
t,, krajnjc vreme t, i korak At.

e Pocetno vreme ¢, postaje tekude vreme {.

e Glavni program poziva rutinu za formiranje i
integraljenje diferencijalnih jednadina. Ova rutina
vrs$i i-ntegraciliu diferencijalnih jednadina u vremen-
skom intervalu (t,7 4+ At). Potprogram d¢e ovaj vre-
menski interval po potrebi »usitniti« kako bi zado-
voljio unapred zahtevanu tac¢nost. Glavni ulazni po-
datak potprograma su velicine koje definiSu meha-
nic¢ki sistem, generalisane koordinate i generalisane
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brzine u trenutku t. Potprogram dée na kraju zame-
niti ove vrednosti novim vrednostima u trenutku
t + At. Za integraljenje diferencijalnih jednac¢ina kre-
fanja koriS¢ena je standardna Runge-Kutta-Verner
metoda petog odnosno Sestog reda ¢ime je, uz korié-
Cenje dvostruke preciznosti svih podataka kojima
program operide, obezbedena zavidna numeri¢ka tac-
nost.

e Da bi se jednacine kretanja uops$te mogle in-
tegraliti njih je prethodno potrebno formirati u ob-
liku (2). Zato potprogram za integraljenje jednacina
kretanja u svakoj iteraciji interno poziva rutinu koja
¢e redom definisati: matrice transformacija [A/],
- -» -

14
vektore e, fm. L

ai;, parcijalne izvode 9da/dq* 91II/3 ¢*, kontravari-
jantni  metricki tenzor a" i Kristofelove simbole
A

e Formirajuci diferencijalne jednacine, program
proverava da li je korisnik programa definisao ne-
konzervativne gemeralisane sile. Ovakve sile se zada-
ju u obliku potprogramskog modula koji se povezuje
sa glavnim programom pre njegovog izvrienja, Ne
postoje mikakva ograni¢enja u pogledu oblika funk-
cionalne zavisnosti generalisanih sila od generalisa-
nih koordinata, brzina i vremena.

e Program saop$tava vrednosti generalisanih
koordinata i generalisanih brzina za svaki korak vre-
mena.

e Tekuce vreme t se uvedava za At. Citav proces
Integracije se ponavlja sve dok tekucde vreme ne pre-
de vrednost t,.

e Korisnik programa moZe sada promeniti po-
Cetne uslove kao i vremenski interval u kome se kre-
tanje simulira, za isti mehani¢ki sistem.

kovarijantni metri¢ki tenzor

Za razvoj programa kori$éen je programski je-
7ik FORTRAN 77. Program ne zaliteva nikakav na-
rocito skup hardver, $to zna¢i da efikasno radi na
svakom personalnom radunaru. Rezultati rada prog-
rama se na racunaru mogu jednostavno grafi¢ki in-
terpretirati i analizirati.

5. PRIMER

Program razvijen u ovom radu bide testiran na
primeru manipulatora sa 5 stepena slobode, tipa ot-
vorenog kinematskog lanca. Manipulator je prikazan
na slici 4. sa oznakama kao u [1], koje su naknadno
prilagodene nasem programu.

Potrebno je izvrsiti simulaciju kretanja u vre-
menskom intervalu [0,2s], gde su pocetni uslovi dati
]11'tpgeli 3 a nepotencijalne generalisane sile u ta-
CLL o+,

Parametri sistema tela dati su u obliku:

o n=>5 T(i) = (1,0, 1,0,0), L(i) = (0, 1,2, 3,4), m(i)
= (0,250,0,150,100),

Tabl. 4 — Generalisane sile

~ (90 0 0 5 [3 0
® ec(.’; = [ 0 10 0 ' 0‘.4,', =| 0 075 0 : i
0 0 90 Lo 0 i3,
— (4 0 0
Q.= 10 1 0 |,
0 0 43,
= 4 4.3 4 0
o ps= | 051, | 0.05
Lo 0
> -> : N i Y | {) ! ! ./ !
$ G itiEy e=e=*! 1 |, e=] 0 |
P 0 . [ 0 |
Navedene su saine nenuite vi_dnusi; ulaznih po-

dataka u osnovnim jedinicama Sl-sistema.

St 4 — Manipulator sa 5 stepeni slobode

Tabl. 3 — Pocetni uslovi

i 3 2 3 45
qs 225m —0.5236 rad 0.75 m 0 0
q', 0 0 0 0 0

Premda ovaj primer u potpunosii ne koristi sve
mogucnosti programa (nije »struktura drveta«), on
pokazuje kako se kod sistema tela sa kinematskim
parovima Cetvrte klase do reSenja dolazi uvodenjem
fiktivnih tela nulte mase i dimenzija.

Drugi razlog testiranja programa na ovom pri-
meru su rezultati drugih autora u monografiji [1]
koji su do resenja dolazili potpuno drugim putern.
Uporedujudéi rezultate iz tabela 5 i 6 sa rezultatima
na strani 102 u [1], vidi se da se oni podudaraju u
granicama relativne greske od 1%, u vremenskom
intervalu (0,1.5s).

0<t=<05s 058 <t 158 [5s<t <2s
Q" [N] 6348 4905 3462
QY [Nm] 673 t — 508 8 + 148 . e 03 240
QY [N] 36t + 986 —2 —1019
Q% [Nm] 0 0 0
QY [Nm] 63.5 49.05 34.6
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Tabl. 5 — Geiteralisaiie koordindate

1

2

4

5

t q q q’ q q

(s) (m) (rad) (m) (rad) (rad)

.000 -225000E 401 —.523600E + €0 .750000E 400 .000000E + 00 .000000E + 00

250 234019E +01 —.560046E + 00 .874080E + 00 —.386769E—05 .152502E—03

500 261074E 401 —.627853E 400 .125088E +4-01 —.358799E—04 .656207E—03

750 297149E + 01 —.674278E +00 A75775E 401 —.251927E—04 .137331E—02
1.000 .333223E+01 —.700986FE 400 226656E +01 721373E—04 .208736E—02
1.250 309297E 401 —.718575% +00 .277604E +01 .228406E—03 .280101E—02
1.500 405371E+01 —.731038E+00 .328568E 401 430214E—03 .351626E—02
1.750 432428E+01 —.738527E 400 .366806E + 01 .767157E—03 .354052E—02
2.000 A441448E4-01 —.741372E 400 .379580E -+ 01 .129839E—02 .224853E—02
Tal. 6 — Generalisane brzine

i q' q’ q’ q’ q

(s) (m/s) (rad/s) (m/s) (rad/s) (rad/s)

000 000000E - 00 000000E -+ 00 .0000CGOE + 00 .000000E - 00 .000000E +00

250 .721487E+00 —.251493E +00 .997262E + 00 —554623E—04 .124990F.—02

S 44297 E 01 ---257470E 4 G0 .201980E +-01 —.187921E—03 .287862E—02

750 144297% 401 —.134951E + 00 .203270E + 01 241394E—03 .286025E—02
1.000 144297E +01 —.847712E—01 .203707E 401 519528 E—03 .285394E—02
1.250 144297E + 01 —.583867E—01 .203847E 401 722203E—03 .285651E—02
1.500 144297E 4Gl ——425324E—01 203849E +01 .887985E—03 .286676E—02
1.750 721526 E + 00 —.194674E—01 .102035E 401 A77745E—02 —.267346E—02
2.000 J30982E—04 —.385238E—02 149590E—02 .242043E—02 —.739376E—02

Na kraju napuminjemo da st u ovom radu re-
~ultati po pojedinim  generalisanim  koordinatama
Gi, i =1,...5 dati u neito izmenjenom redosledu u
odnosu na [i].
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