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Abstract

Poslednjih decenija znacajna paZznja naucne zajednice usmerena je na
proucavanje linearnih frakcionih sistema, odnosno sistema opisanih linearnim
diferencijalnim jednacinama necelobrojnog reda. Razlog za to je da se
mnogi fizicki sistemi mogu opisati diferencijalnim jedna¢inama ovog tipa,
koje uklju¢uju izvode necelobrojnog reda. PID kontroleri su, s druge strane,
najzastupljeniji upravljacki algoritmi u industriji, pre svega zbog svoje rel-
ativno jednostavne strukture i implementacije. Da bi se poboljsale per-
formanse i robusnost klasi¢nog PID algoritma, uvodi se frakcioni PID ili
PI*D* kontroler, gde su A i p integrator i diferencijator necelobrojnog reda,
respektivno. Problem stabilnosti sistema je jedan od osnovnih zahteva u
teoriji upravljanja. Postoji viSe pristupa za resavanje ovog problema, medju
kojima je i metoda D-razlaganja. U ovom radu, metoda D-razlaganja je
uopStena i proSirena za klasu linearnih diferencijalnih frakcionih jednacina,
koje svoju primenu imaju u teoriji upravljanja. Razmatran je slucaj linearne
zavisnosti parametara, a u konkretnom primeru opisan je i na¢in na koji se
izlozeni postupak moze iskoristiti i za reSavanje problema nelinearne param-
etarske zavisnosti. Prikazan je jednostavan i efikasan algoritam za odred-
jivanje granica stabilnosti u parametarskoj ravni. Testiranje ispravnosti
predlozenog algoritma izvrSeno je u numerickoj simulaciji u programskom
paketu Matlab.

1 Uvod

Pri specifikaciji tehnickih zahteva za projektovanje sistema automatskog upravl-
janja prvo se mora uzeti u obzir najvazniji faktor, a to je stabilnost sistema.
Zeljeno dinamicko ponasanje objekta upravljanja moze se ostvariti njegovom spre-
gom sa upravljackim uredjajima, koji svojim dejstvom treba da obezbedi zado-
voljavaju¢e ponasSanje celokupnog sistema. Sada se postavlja pitanje, kako treba
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izabrati podesljive parametre upravljackog uredjaja da se ostvari postavljeni cilj.
U opstem slucaju, zadato dinamicko ponasSanje se moze ostvariti u veéem broju
slu¢ajeva i pri razli¢itim kombinacijama vrednosti podesljivih parametara up-
ravljackog sistema, $to zna¢i da njihov izbor ne mora da bude jednoznacan.

Svakako da je prvi i osnovni zadatak da se obezbedi stabilan rad sistema up-
ravljanja. Skup promenljivih parametara za koje je razmatrani sistem stabilan,
Cine oblast stabilnosti sistema. Upravo to ¢ini sustinu metode D-razlaganja. Os-
novna ideja te metode je da se odredi skup svih vrednosti podesljivih parametara
za koje ¢e razmatrani sistem biti stabilan. Time se u ravni podesljivih parametara
dobijaju oblasti oivi¢ene otvorenim ili zatvorenim konturama koje predstavljaju
potencijalne oblasti stabilnosti [1]. Koris¢éenjem odgovarajucih postupaka utvrd-
juje se kasnije koja od dobijenih oblasti, ukoliko postoji, predstavlja trazeni skup
podesljivih parametara za koji je sistem stabilan.

U ovom radu ¢emo se ograniciti isklju¢ivo na linearne frakcione sisteme. Tacnije
posmatrajmo stacionaran kontinualan frakcioni linearan sistem sa koncentrisanim
parametrima. Dinamicko ponasanje takvog sistema se u potpunosti moze okarak-
terisati diferencijalnom jedna¢inom ponasSanja. Karakteristi¢na jednacina takvog
sistema glasi:

f(s):ansbn+---+ak8bk+...+a03b0:O (1)

gde je s kompleksna promenljiva, ar i by (k = 0,1,2...,n) linearne funkcije
parametara « i 8, pri ¢emu je by < by < ... < by.

2 Osnove racuna necelobrojnog reda. Frakcioni PID
kontroler

Za rafun necelobrojnog reda (frakcioni racun) zna se veé¢ vise od 300 godina,
ali njegova primena u fizici i tehnici stara je tek nekoliko decenija. Sami ko-
reni racuna necelobrojnog reda vezuju se za korespondenciju koja je ostvarena
izmedju Lopitala i Lajbnica, i to u vreme kad su Njutn i Lajbnic postavljali osnove
diferencijalnog i integralnog racuna. Racun necelobrojnog reda je generalizacija
obi¢nog (klasi¢nog) istoimenog racuna [2,3|. U matematickom smislu, za razliku
od klasi¢nog ra¢una, ovde stepen moze biti realan odnosno kompleksan broj, pa
frakcioni racun ima potencijal da ostvari ono Sto obi¢ni integralno-diferencijalni
racun ne moze.

Tri definicije se najcesée koriste za racun necelobrojnog reda. Leva Riemann-
Liouville definicija frakcionog izvoda je data sa [4]:

wpy L odm ot f(r)
RZth(t)_mdt—"/a mdﬂ (2)

zan—1<a<mn,gdejeI(.) dobro poznata gama funkcija:
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I'(z) = /dttz1 dt,ze C (3)

Grunwald-ova definicija [5], pogodna za numeri¢ko racunanje,data je sa:

g f) = i e > (<17 (%) - n @)

gde su a, t granice operatora, a [z] je celobrojni deo od z. Izraz (‘;‘) predstavlja gen-
eralizovani binomijalni koeficijent, gde su faktorijali zamenjeni sa odgovaraju¢om
gama funkcijom.

Takodje, koristi se i definicija levog frakcionog izvoda koju je uveo Caputo [6],
a koja glasi:

1 t () (r
CaDgf(t):F(n—a)/a (t—fT)‘SflJrldT’ n—1l<a<n (5)

Caputo-va i Riemann-Liouville-va definicija frakcionog izvoda se podudaraju
kada su pocetni uslovi jednaki nuli.

U teoriji upravljanja, cilj uvodjenja frakcionog rac¢una je primena istoimenih
kontrolera zarad poboljsanja performansi objekta upravljanja, tj. boljeg ponasanja
sistema u prisustvu poremecajnih veli¢ina i manje osetljivosti sistema na promenu
parametara (veca robusnost). Frakcioni PID kontroler je generalizacija klasi¢nog
(celobrojnog) PID kontrolera [7]. U literaturi je prisutna i oznaka PI*D* za ovu
vrstu kontrolera zato $to ukljuc¢uje integrator i diferencijator necelobrojnog reda
A1 p, respektivno. Jednacina frakcionog PID kontrolera u vremenskom domenu

je:

u(t) = Kpe(t) + KD e(t) + KpD*e(t) (6)

gde je u(t)- izlaz iz kontolera, e(t)- ulaz u kontroler, Kp, Kr, Kp- koeficijenti
proporcionalnog, integralnog i diferencijalnog pojacanja respektivno, a D~* i D*
odgovarajudi integralni i diferencijalni operatori necelobrojnog reda. Za A = u =1
dobijamo jedna¢inu klasi¢nog PID upravljackog algoritma. Upravo zbog do-
datna dva podesljiva koeficijenta (A i p), frakcioni PID je fleksibilniji u odnosu
na klasi¢ni, i daje moguénost boljeg podesavanja dinamickih osobina sistema.
S druge strane, veéi broj stepeni slobode ¢ni problem optimalnog podesavanja
parametara sistema znatno komplikovanijim u poredjenju sa konvencionalnim PID
kontrolerom.

3 Stabilnost sistema

Potreban i dovoljan uslov za stabilnost sistema jeste svi koreni karakteristi¢ne
jednacine (1) imaju negativne realne delove ili, drugim rec¢ima, da leze u levoj
poluravni kompleksne promenljive s (Slika la). Sistem ¢e biti nestabilan ako se
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jedan ili vise korena karakteristi¢ne jednacine nalaze u desnoj poluravni s-ravni ili
ako jedan ili viSe viSestrukih korena karakteristi¢ne jednacine leze na imaginarnoj
osi s-ravni. Sistem ¢e biti grani¢no stabilan ako njegova karakteristi¢na jednacina
nema korena u desnoj poluravni, a pri tome ima bar jedan prost (jednostruk)
koren na imaginarnoj osi [8|.

jo jo . jo
- 4 - “ ,
// : s-ravan // ]m s-ravan / (-const 50, s-ravan
[ / !
| | A
I 0 o | 0 o \ 0 o
\ \ \
\ \
N =0 \ g \
~ ~ ® \
~ ‘% ~ ‘%I \
a) b) c)

Slika 1: Konture u s-ravni

U stabilnom sistemu, prelazni proces iS¢ezava kada t — oo, a za to je potrebno
i dovoljno da realni delovi svih korena budu negativni. Medjutim, evidentno je
da ée prelazni proces brze iSCezavati ako su negativni delovi svih korena karakter-
isti¢ne jednacine veéi po apsolutnoj vrednosti. Na taj nac¢in, od sistema se moze
zahtevati ne samo da bude stabilan, veé¢ se moze specificirati zahtev da mu svi
koreni karakteristi¢ne jedna¢ine budu sa negativnim delovima, koji su po apsolut-
noj vrednosti veéi od nekog unapred zadatog ¢ = const., odnosno da svi koreni
karakteristi¢ne jednacine leze levo od prave Re s = ¢ u s-ravni, tj. unutar konture
C na slici 1b. Za sistem koji ispunjava ovaj zahtev kazemo da poseduje vreme
smirenja prelaznog procesa manje od nekog unapred zadatog.

Na slican na¢in mogu se specificirati i drugi domeni u s-ravni u kojima se za-
hteva da budu locirani svi koreni karakteristi¢ne jednacine sistema. Od posebnog
interesa je domen pokazan na slici lc. Specificiranjem ovog domena posebna
paznja se posvecuje lokaciji parova konjugovano kompleksnih korena karakter-
isti¢ne jednacine:

$12 =0 % jw = —wps £ jwp V1 — 2 (7)

Naime, zahteva se da svi kompleksni koreni krakteristi¢ne jednacine imaju
odgovarajuce ¢ veée od nekog unapred zadatog ¢ = const. Prisustvo kompleksnih
korena u reSenju karakteristicne jednacine uslovljava oscilatorni karakter kompo-
nenti prelaznog procesa sistema, stoga zahtev da svi koreni budu unutar domena
na slici 1c u stvari predstavlja zadato ogranic¢enje u pogledu maksimalno dozvol-
jenih amplituda oscilatornih komponenti prelaznog procesa u sistemu. Stoga za
ove sisteme kazemo da imaju unapred zadati stepen relativne stabilnosti ogranic¢en
faktorom relativnog prigusenja ¢ = const.
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4 Metoda D razlaganja

Uopstavajuéi ranije postojece rezultate, i dozvoljavajuéi da se dva podesljiva
parametra « i S nadju u bilo kom koeficijentu karakteristi¢ne jednacine, ruski
nau¢nik Neimark [9,10] ustanovio je metodu D-razlaganja. Osnovna postavka te
metode polazi od zahteva da se u parametarskoj ravni (o, 8), odredi skup svih
vrednosti podesljivih parametara za koje ¢e razmatrani sistem, dat svojom karak-
teristicnom jednacinom, biti stabilan. Znamo da ¢e se se sistem nalaziti na granici
stabilnosti ako njegova karakteristi¢na jednacina nema korena sa pozitivnim real-
nim delovima, a ima jedan ili viSe jednostrukih korena na imaginarnoj osi s-ravni.
Uslov da se sistem nadje na granici stabilnosti, tj. da jednacina (1) ima u reSenju
jednostruke korene na imaginarnoj osi s-ravni, moze se izraziti relacijom

fjw) = u(w) + jo(w) =0 (8)

ili

u(w) =0, ov(w)=0 9)

Pretpostavimo da svi parametri sistema imaju konstantne vrednosti, osim
dva, o i 3, €iji uticaj na stabilnost sistema Zelimo da analiziramo [8]. Ova dva
podesljiva parametra bice, na neki nacin, sadrzana u koeficijentima karakteristi¢ne
jednadine:

ap = ag(a, B) (10)

Ako u ovom slu¢aju smenimo s = jw u karakteristicnu jednacinu, dobi¢emo:

u(w, o, ) =0, v(w,a,fB)=0 (11)

Ako su jednacine (11) medjusobno nezavisne, one se mogu resiti po i (3:

a=fi(w), B=f(w) (12)

Zadavajuci uCestanosti w razne vrednosti od 0 do oo, u ravni parametara «
i 8 se, pomocu relacija (12) moze nacrtati familija krivih, koje se nazivaju kri-
vama dekompozicije ili krivama razlaganja. One ¢e u stvari predstavljati granicu
domena stabilnosti iz s-ravni, preslikanu pomocu relacija (12) u ravan podesljivih
parametara « i 5. Pomenuta familija krivih dekomponuje parametarsku ravan
na vise oblasti. Svakoj od tih oblasti odgovarace ta¢no odredjen broj korena
karakteristi¢ne jednacine, koji se nalaze u levoj poluravni s-ravni.

Krive razlaganja se mogu razumeti i kao geometrijska mesta tacaka u («, f3)
ravni duz kojih karakteristi¢na jednacina sistema ima u resenju korene na imag-
inarnoj osi s-ravni. Zbog toga, u oblasti sa jedne strane krive dekompozicije
karakteristi¢na jedna¢ina ¢e imati jedan ili dva korena vise u levoj poluravni nego
sa suprotne strane ove krive i to u zavisnosti od toga da li ta kriva predstavlja ge-
ometrijsko mesto jednog realnog (o = 0) ili para konjugovano kompleksnih korena
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karakteristi¢ne jednacine na imaginarnoj osi s-ravni. Radi sto lakSeg odredjivanja
broja korena karakteristicne jednacine sa negativnim realnim delovima, koji odgo-
vara svakoj od pojedinih oblasti u parametarskoj (v, 8) ravni, krive razlaganja se
Srafiraju i to sa strane domena kome odgovara veéi broj ovih korena, slika 2.

p

S ¥

Slika 2: Krive razlaganja u (o, 3) parametarskoj ravni

Oblast kojoj odgovara najveéi broj korena karakteristicne jednacine u levoj
poluravni s-ravni, predstavlja tzv. potencijalnu oblast stabilnosti, tj. oblast koja
pretenduje da bude oblast stabilnosti u («, ) ravni. Da bi ona to zaista i bila,
potrebno je dokazati da za jednu, proizvoljnu tacku unutar te oblasti karakter-
isti¢na jednac¢ina ima sve korene sa negativnim realnim delovima, tj. da je broj
ovih korena, koji odgovara potencijalnoj oblasti jednak n, gde je n stepen karak-
teristi¢ne jednacine. ako se pokaze da je taj broj manji od n, to ¢e znaciti da ne
postoji ni jedan par vrednosti parametar « i 8 za koji je posmatrani sistem sta-
bilan. Drugim re¢ima, u odnosu na te parametre sistem je strukturno nestabilan.

Pri nanosenju Srafure potrebno je rukovoditi se sledeé¢im pravilom, koje navodimo
bez dokaza. Ako se po apscisnoj osi parametarske ravni nanosi parametar «, a
po ordinati 3, tada se Srafura nanosi u smeru zavisnom od znaka Jakobijana:

ou  Ou

o 35 Ou dv  Ou v
_| 9a 93 |_Oduodv Oudv
=2 %1% 5.08  80a (13)

Ako je pri kretanju duz krive razlaganja u smeru porasta w Jakobijan J poz-
itivan, kriva se Srafira sa leve strane, gledano u smeru porasta w, pri negativnom
J, s desne.

Utvrdjivanje da li potencijalna oblast stabilnosti predstavlja zaista oblast sta-
bilnosti moze se izvrsiti primenom nekog od algebarskih (Raus, Hurvic), grafo-
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analitickih (Najkvist) kriterijuma, ili numerickom simulacijom, a za proizvoljno
izabranu tacku unutar te potencijalne oblasti stabilnosti.

U daljem izlaganju posmatrace se problemi izdvajanja stabilne oblasti u slu¢aju
kada se parametri « i 8 javljaju linearno u koeficijentima karakteristi¢ne jednacine.
Tad relacije (10) postaju:

a = ag(o, B) = cpa+dif+ep, k=0,1,2,...,n (14)

gde koeficijenti cg,dg, 1 ex imaju konstantne vrednosti. Posle zamene (14) u
karakteristi¢nu jednacinu (1), dobija se:

f(s) = aP(s) + BQ(s) + R(s) (15)
gde su P(s),Q(s) i R(s) odgovarajuéi polinomi po s sa realnim koeficijentima.
Postavljajuéi s = jw u (15) i zatim izjednacavajuéi realni i imaginarni deo sa
nulom, dobija se:

aPi(w) + BQ1(w) + Ri(w)

aPy(w) + BQ2(w) + Ra(w)
gde su P(jw) = Pi(w) + jP(w), Q(jw) = Q1(w) + jQ2(w), 1 R(jw) = R1(w) +

jR2(w). Resavajuéi jednacine (16), dobijamo izraze za « i 5 u obliku:

_ Q1(w)Ra(w) — Qa(w) Ry (w)

. (16

A
3= Ry (w)Py(w) — Ro(w) Py (w) (17)
B A
gde je
_ | P(w) @Qi(w) | _
2= P Quw) ‘ = Pi(w)Q2(w) = Q1) Po(w) (18)

Pri tom su moguéi slededi slucajevi.

1. Determinanta A nije jednaka nuli i R; i Re nisu jednovremeno jednaki
nuli. Jednacine (16) su linearno nezavisne i reSenje (17) za dato w odredjuje
odgovarajucu tacku u (o, ) ravni.

2. Za neku vrednost w determinanta A je jednaka nuli, a brojioci u izrazima
za « i B tada nisu jednovremeno jednaki nuli. Tada su jednacine (16) nesa-
glasne i nemaju kona¢no resenje. Odgovarajuca tacka u (a, ) ravni se nalazi u
beskonac¢nosti i nju nije mogucée naneti na grafik.

3. Pri nekoj vrednosti w i brojioci izraza za a i § i determinanta A jed-
novremeno postaju jednaki nuli, tj. parametri o i § postaju neodredjeni. U tom
slu¢aju, kao $to je poznato jednacine (16) postaju linearno zavisne, tj. jedna od
njih postaje jednaka drugoj ako se pomnozi sa odgovaraju¢om konstantom. Ovoj
vrednosti za u (a, #) ravni odgovara prava linija

aPy +BQ1+ Ry =0 (19)
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koja se naziva singularnom pravom [11]. Ona ne ulazi u familiju krivih dekom-
pozicije, posto svim tackama te prave odgovara ista vrednost za w, pa se kretanje
duz prave u smeru porasta w ne moze odrediti. Uoc¢imo da vrednosti w = 0 uvek
odgovara singularna prava u («, 3) ravni. Naime, Py(w), Q2(w), R2(w) su neparne
funkcije po w, pa se w uvek moze izvuci kao faktor u izrazima za ove funkcije:
Py (w) = wPy(w), Q2(w) = wQ2(w), Re(w) = wRy(w) . Kada je w = 0, dobija
se « = 0/0, 8 = 0/0 tj. dobijamo singularnu pravu. Ova prava se neposredno
moze dobiti iz jednac¢ina (16):

aPy(0) + BQ1(0) + R1(0) =0
w (aPao(0) + BQ20(0) + R20(0)) =0

Nije tesko uociti da ova prava odgovara slobodnom ¢lanu karakteristi¢ne jednacine
izjednac¢enim sa nulom: ag(a, ) = boa + o + dy = 0. Dakle, ova prava
predstavlja geometrijsko mesto tacaka u («a, ) ravni duz koga karakteristi¢na
jednacina ima u reSenju jedan prost koren s = 0 u koordinatnom pocetku s-ravni.

Singularna prava se moze pojaviti i za vrednost razli¢ite w od nule. U («, )
ravni takva jedna prava ¢e predstavljati granicu vrednosti parametara o i 8 pri
kojoj par kompleksnih korena karakteristi¢ne jednacine prelazi preko imaginarne

(20)

ose iz jedne poluravni s-ravni u drugu.

Za vrednost w = oo takodje se moze pojaviti singularna prava. Ovaj slucaj
nastupa kad god se jedan od parametara « ili £ ili oba pojavljuju u koeficijentu
a, najstarijeg clana karakteristicne jednacine (1). Jedna¢ina ove prave se moZe
dobiti iz uslova a, (e, 8) = bya+c¢,8+d,, = 0 posto promena znaka za a,, narusava
uslove stabilnosti sistema. Ova prava ¢e predstavljati granicu u («, ) ravni preko
koje jedan koren karakteristicne jednacine prelazi kroz beskonacnost iz jedne u
drugu poluravan s-ravni.

Singularna prava se Srafira ukoliko ima bar jednu zajednicku tacku sa krivom
razlaganja za istu vrednost uCestanosti w . Ako singularna prava asimptotski tezi
krivoj razlaganja onda se u beskonac¢nosti Srafura prenosi sa krive razlaganja na
singularnu pravu. Ako pak u zajednickoj tacki za pripadnu vrednost ucestanosti i
determinanta A menja znak tada ¢e u toj tacki signularna promeniti stranu svoje
Srafure. Singularna prava ne menja stranu svoje Srafure ako u tackama preseka
sa krivom razlaganja determinanta A ne menja znak [1].

5 Numericki primer i simulacija rezultata

Neka je data karakteristi¢na jednacina sistema u slede¢em obliku [12]:

f(s)= st ksas®st + B3N + kos® + krast + kg (21)

gde su « i B podesljivi parametri sistema, A i p izvodi necelobrojnog reda, a
ks, ko, k1, ko # 0 konstantni koeficijenti. Podesljivi parametri sistema a1 5 , se
pojavljuju linearno u koeficijentima karakteristi¢ne jednacine. Vrednost necelo-
brojnih izvoda A i p krece se u opsegu od 0 do 2. Koristedi gore opisani postupak D
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razlaganja, odredimo oblast stabilnosti navedenog sistema u («, 3) ravni. Kao §to
je vec¢ receno, krive razlaganja predstavljaju geometrijsko mesto tacaka u («, )
ravni za koje karakteristi¢ni polinom (21) ima nule na imaginarnoj osi. Zamen-
jujuéi s = jw u (21) i izjednacavajuéi dobijeni izraz sa nulom, dobijamo:

fjw) = w* = ksaw? (jw)* — Bw? (jw) — kow? + k1a(jw)* + ko (22)

Gornja jednacina se moze napisati kao:

flw) = u(w, , B) + ju(w, e, B) (23)

gde u(w,a, ) i v(w,a,3) predstavljaju realni i imaginarni deo jednacine (22).
Izrazi (jw)" i (jw)* koji se pojavljuju u istoj jedna¢ini, mogu se izraziti kao

(Jw)# = w* (cos(0.5um) + jsin(0.5um)), w >0 (24)

Izjednacavajuéi realni i imaginarni deo jednaline (23) sa nulom, dobijamo
sledeéi sistem od dve jednacine:

i e 1 (5) - (29) -

gde su

Vi(w, i, A) = (k1 — kaw?) w” sin(0.5u7) (26)
Va(w, 1, A) = —w?T sin(0.5pm)
Ql(w) = —w! + k2w2 — ko
QQ(w) =0
Resavanjem (25) po « i 3, dobija se:
A, Ag
= — = — 2
a=52, =5 1)
pri ¢emu su
Ur(w, i, A) Us(w, p, A) ‘
A= ’ ’ 28
‘ Vi(w, i, ) Va(w, 1, A) @)
_ Ql(w) UQ(W,,U,)\) o Ul((d,,u,)\) Ql(w)
Ba = ‘ 0 Vo(w, iy A) | Ap = Vi (w, iy A) 0 (29)
Lako se pokazuje da je glavna determinanta sistema jednaka:
A = (k1 — k3w?) w2 5in(0.5(u — M) (30)
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Sratunavajuéi pomoc¢u jednacina (27) vrednosti za « i [ pri raznim w , a za
A #£ 0, dobijaju se krive razlaganja. Drugim re¢ima, pri prelasku ovih krivih, dva
korena karakteristi¢ne jednacine sistema prelaze imaginarnu osu u s-ravni s jedne
na drugu stranu.

Sada ¢emo detaljnije analizirati sluc¢aj kada je A = 0. Iz (30) sledi da je ovo
tatnoza w =01ili p — A =14,Vi = 0,42, 44,.... U prvom slucaju kada je w = 0,
jednacine (26) glase:

Ul(O,M, )\) =0 UQ(O,,U,,)\) =0 Ql(O) = /{?0
Vl(O,M, )\) =0 VQ(O,M, )\) =0 QQ(O) =0
Iz (25) i (31) sledi 0 = —kg. Ovo ne moze biti tacno za kg # 0, pa sledi da
system (25) nema singularnu pravu kada je w = 0. U drugom slu¢aju, glavna
determinanta A je jednaka nuli za u — X\ =1,Vi = 0,+2,4+4,.... S obzirom da se
vrednost fracionih izvoda p, A kreée u intervalu (0, 2), sledi da je u — A = 0. Sada
za = A, jednacine (26) glase:

(31)

Uy (w, iy i) = (k1 — ksw?) w” cos(0.5um)
Us(w, 1, pt) = —w* ™ cos(0.5u)
Vi 1 12) = (k1 — kaw?) o sin(0.572m) )
Va(w, i, 1) = —w?# sin(0.5p)
Ql(w) = —wt + k2w2 — ko
Q2 (UJ) =0
Sistem jednacina (25) moze se napisati kao:
wh cos(0.5pum) [(ky — kaw?)a — w2ﬁ] = —w* 4 kaw? — ko (33)
w! sin(0.5u7) [ (k1 — ksw?)a — w2ﬁ] =0 (34)
§to vodi do (za p = A # 0):
dw) = —w + kow?® — kg =0 (35)
Frekvencija ws za koju vazi d(ws) = 0 odredjuje singularnu liniju. U ovom
slucaju je A = A, = Ag = 0, i u parametarskoj ravni nemamo samo jednu

tacku, ve¢ pravu liniju. Ova singularna prava se moze dobiti iz (33) ili (34):

2
=———Sq (36)

Iz jednacina (27) i (36) se odredjuju granice stabilnosti za sistem (22) u param-
etarskoj («, B) ravni, a za fiksne vrednosti ks, ko, k1, ko, pu 1 A.

Simulacija izvedenog algoritma za odredjivanje granica stabilnosti u param-
etarskoj (a, B) ravni izvrSena je u Matlab programskom paketu. Za sledece vred-
nosti koeficijenata ks = 1.3, ko = 6, k1 = —45, kg = 1, p = 0.7 1 A = 1.1,
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sraCunate su vrednosti parametara « i 8 pri raznim w, i dobijena kriva razlaganja
je prikazana na slici 3. Singularna prava u ovom slucaju ne postoji, jer je u # A.
Srafiranje krive izvrSeno je prema ranije navedenom pravilu.

D-razlaganje
T T

10- g ]

-10}

Il Il Il Il Il Il Il
-0.25 -0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2
a

Slika 3: Krive razlaganja u (o, 3) parametarskoj ravniza sistem u primeru

Da bismo proverili da li je naSa potencijalna oblast zaista stabilna, izabe-
rimo proizvoljnu tacku @ na slici 3. unutar te oblasti. Sada vrednosti («, )
parametara dobijaju konkretne vrednosti (« = —0.1,5 = 5). Za te vrednosti
parametara izvrSena je numericka simulacija impulsnog odziva sistema 1/f(s) u
Matlab okruzenju, i dobijeni odziv je prikazan na slici ispod. Vidimo da prelazni
proces iS¢ezava kada t — oo, §to je u saglasnosti sa definicijom stabilnog sistema.

0.2

0.05

Impulsni odziv sistema

-0.05

L
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Vreme

Slika 4: Impulsni odziv sistema 1/f(s)
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U slucaju da je p = A = 1.1 (koeficijenti ks, k2, k1, ko ne menjaju svoje vred-
nosti), parametarska ravan (o, 3) odredjena je samo singularnim pravama, kao
Sto je prikazano na slici 5. Tada je polinom (35) jednak nuli za wj, = +2.41 i
w4 = +0.41, vazi A = A, = Ag = 0 i singularne prave imaju sledec¢i oblik:

B =—9.1la, B =—267.2a (37)

Kriva razlaganja u ovom slucaju ne postoji, jer jednac¢ine (25) sada glase:

1.1
wh cos( T

) [(—45 — 1.30%)a — w?B] = —w* + 60 — 1
1.17T (238)
wh! sin(—2 ) [(—45 — 1.3w2)a — w2ﬁ] -0

i one su nesaglasne za Vw # {£2.41,£0.41}. Za w = w* jednacine (25) postaju
linearno zavisne i odredjuju ve¢ pomenute singularne prave.

D-razlaganje

10

10t

Il Il
-0.25 -0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2

Slika 5: Singularne prave u («, 3) parametarskoj ravni za sluca pu = A

Ukoliko menjamo postepeno vrednost npr. frakcionog izvoda p od 0 do 2,
pri A = const., i u svakom koraku ra¢unamo granice stabilnosti u (a, f) param-
etarskoj ravni, mozemo prosiriti postojece rezultate i dobiti oblast stabilnosti u
trodimenzionalnoj (o, 3, u) parametarskom prostoru. Na taj na¢in metoda D-
razlaganja proSirena je za slucaj nelinearne zavisnosti parametara, jer navedeni
parametri su u medjusobno nelinearnoj vezi, §to se vidi iz jednacina (25) i (26).
Na slici 6. prikazana je oblast stabilnosti u 3D prostoru, za A = 1.4 (koeficijenti
ks, ko, k1, ko su ostali nepromenjeni).
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D-razlaganje

Slika 6: Oblast stabilnosti u (e, 8, 1) parametarskom prostoru

6 Zakljucak

U ovom radu analiziran je problem stabilnosti sistema opisanih linearnim diferen-
cijalnim jednac¢inama necelobrojnog reda. Dat je kratak osvrt na osobine stabil-
nosti sistema sa stanovista teorije upravljana. Takodje, dat je uvod u osnove
rac¢una necelobrojnog reda. Upotrebljena je metoda D-razlaganja za odredji-
vanje granica stabilnosti u ravni podesljivih parametara sistema. Ova metoda
je uopstena i proSirena za slucaj linearnih diferencijalnih frakcionih jednacina, sto
predstavlja glavni doprinos u ovom radu. Prikazan je jednostavan i efikasan al-
goritam odredjivanja granica stabilnosti za sluc¢aj linearne zavisnosti parametara.
Zatim je u konkretnom primeru opisan nacin na koji se dati algoritam moze
iskoristiti i za slucaj nelinearne parametarske zavisnosti. Testiranje ispravnosti
predloZenog algoritma izvrSeno je u numeric¢koj simulaciji u programskom paketu
Matlab.
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